Guias de problemas y parciales resueltos de QFT

Primer cuatrimestre de 2018

Sobre estos apuntes Estos apuntes/resueltos que usted estd viendo fueron creados por un alumno mientras cursaba la
materia. Es por ello que podrian haber errores de tipeo, errores conceptuales, de interpretacién en los resultados, etc. Use
estos apuntes con precaucion. Estos apuntes no son oficiales de ninguna catedra. En caso de notar algin efecto adverso
suspenda inmediatamente su uso y consulte con su profesor de cabecera.

= El alumno curs6 la materia durante el primer cuatrimestre de 2018, este link conduce a la pagina de la materia.

= Encontrd mas resueltos de Alf en este link.

Estos apuntes estdn hechos usando un programa llamado Lyx®. Para hacer los dibujos se us6 Inkscape y después se
inserté las imégenes en formato svg® directamente en Lyx sin conversién alguna.

En este repositorio de GitHub se encuentra la plantilla (template) que Alf usa actualmente, con todo lo necesario
para compilarla y empezar a divertirse.

%Lyx es una interfaz grafica para Latex que hace que la escritura se vuelva extremadamente fluida y veloz (al punto de poderse
tomar apuntes en vivo durante una clase).
bsvg es el formato nativo de Inkscape.

Sobre la notacion Intentaré mantener una notacién lo mas consistente posible y que permita diferenciar de forma clara los
distintos “objetos matematicos” que se usan en esta materia sin ambigiiedad alguna. La notacién que intentaré usar siempre
(aunque a veces es complicado asi que no garantizo nada) es:

Notacién Descripcién

(W], 1), (Y] &) Bras, kets y brakets (estdndar).

A Operador A (operador que actiia sobre los elementos del espacio de Hilbert |1) € H).

A Vector 3D (no operador).

A Operador vectorial 3D.

& Versor 3D (vector de médulo 1, no operador).
02,0y, 0z Matrices de Pauli vistas como operadores sobre los elementos del espacio de Hilbert.
Oz, 0y, 0 Matrices de Pauli vistas como matrices (valga la redundancia).

1 Numero 1.

1 Matriz identidad.


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
http://materias.df.uba.ar/camposa2018c1/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://www.lyx.org/
https://inkscape.org/es/
https://github.com/SengerM/lyx

I
Il
=

Operador identidad del espacio de Hilbert.
A= Ary, Feynman slash notation.

” > Lo M .z .
ethr = k" ku Contraccion de dos cuatrivectores en el exponente.

etk L etk Producto escalar de las componentes espaciales k - x.
k Cuadrivector k = [kzo klk? l<:3].
k Componentes espaciales del cuadrivector k, k = [kl k2 k‘3].

9,=-2.09,=-2 Cuando sea necesario diferenciar en qué frame se evaltia al operador 9, lo indicaré asi.
2 Oxi 1 O 9
x y
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GUIA 1

Parte |
Guias de problemas

Guia 1l

Notacién incomoda pero explicita [z, 9] % "]as coordenadas del tensor z en el frame S”.

1
= [z,S]* son las componentes (contravariantes) tensor  de rango (0) en el frame S, normalmente denotadas

simplemente como x*. Es decir

[x,8]* =

Ny o+

. . / 7
Similarmente [z, S’] # son las coordenadas en el frame S’, denotadas normalmente como z'* o z# , segtin el
autor. Nétese que los ntimeros [z, S]# # [z, S'] # aunque representan al mismo objeto z.

» [z,S], son las componentes (covariantes) del tensor z de rango ((1)) en el frame 8, es decir
[z,8].=[t —= -y —Z]

normalmente denotadas simplemente como x,, .

= Los tensores contravariantes y covariantes viven en espacios distintos, no se pueden sumar. Es decir
z* + x,— Esta mall
Para hacer una analogia con los bras y los kets creo que se puede decir

Relatividad Analogia en cudntica

T P Nombre del objeto al que se hace referencia
xt [1)) Elemento del espacio “principal”
B (| Elemento del espacio dual
Wy (] ) Producto interno
nt, i Objeto usado para pasar del espacio “principal” al dual

= La relacién entre [z,S]# y [«, 8], viene dada por [z,S]#* = n*, [z,S] ., donde n*, son las coordenadas del
tensor 7, la métrica de Minkowsky.

= La métrica de Minkowsky 7 es un tensor que tiene componentes
1

v -1
[[77,3]] py = [[n,s]]ﬂ = 1

=1l
para cualquier frame (inercial) 8. Obsérvese que [, S]#, = 6, (trivial haciendo la cuentita).

= Si Ay B son dos frames inerciales tales que el frame B tiene una velocidad 8 = & visto desde el frame A
entonces se los puede relacionar mediante una transformaciéon de Lorentz caracterizada por la matriz

A — es una matriz, no un tensor!

A—B
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Problema 1 GUIA 1

cuyas componentes son

Y =By v By
Al — |TBY AR = |BY
A—B v 1 B—A v 1

1 1

La ubicacién de los indices #,, es convencional ya que no hay uno contravariante y otro covariante.
Normalmente a la matriz A se la llama simplemente A y sus componentes se denotan por A*,. Obsérvese

A—B

que son inversas:

AA=1

A—B B—A A—B B—A

A “p AP 2 6”,, — Esto no es un tensor
0", — Esto es un tensor

. 1 . >
= Si z es un tensor de rango (0) v A y B son dos frames relacionados por la transformacién de Lorentz

caracterizada por A = A entonces

A—B

[x,B] " = A*, [z, A]”

lo cual habitualmente se denota simplemente como x'* = A*,xz".

Problema 1

Si la forma cuadrética 72 se mantiene invariante frente a la transformacién lineal y = Mx entonces
Tz = Ty
(Maz)" (M)
T MT Mz
por lo tanto M7 M =1 o bien
MT — M—l

Esto define al grupo ortogonal

Box 3 - El grupo ortogonal

A nivel matematico el grupo ortogonal en D dimensiones esté definido por
O (D)= ({MeR»>PMT =M}, )

siendo {M|M* = M~} el conjunto de todas las matrices reales tales que M™ = M~! y - la operacién de multipli-
cacién de matrices.
Usualmente se da por obvio que O (D) es un grupo respecto al producto y se anota simplemente el conjunto.

Propiedades de M € O (D)
» MTM =1 (por definicién de O (D)).
s det M = +£1.

» La transformacién Mz es

e una rotacién cuando det M =1 (ver grupo SO (D)) o

o una reflexién cuando det M = —1 (no estamos interesados en esto).
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Problema 2 GUIA 1

Box 4 - El grupo special orthogonal (rotaciones)

El grupo special orthogonal en D dimensiones esta definido como

SO (D)= ({M eR”*PIMT =M~y det M =1}, -)

siendo {M ERP*PIMT = M~y det M = 1} el subconjunto de las matrices que forman O (D) que en particular
tienen determinante positivo.

Propiedades de M € SO (D)
= MTM =1 (por definicién de SO (D)).
= det M =1 (por definicién de SO (D)).

» M = e” siendo ¥ € RP*P yna matriz antisimétrica.

o Las matrices antisimétricas ¥ forman un 4lgebra de Lie (es decir que forman un grupo con respecto a la
operacién binaria “conmutador”).

s La transformacién y = Mz es una rotacién.

D(D-1)

> es la dimensién de

D(D-1)
2

= Todas las M € SO (D) se pueden parametrizar usando pardmetros (i.e.

SO (D)).

Box 5 - ematriz

Sean A, B € C™*™ entonces

gA defymoo  AF
= 24k=0 KT

.
. (eA)Jr = A"

s deted = e,
Lerd = Aev4.
2 eAeB = eA+B+3[ABl+...

. (eA)_1 = ¢~ (sale de poner A = B en la propiedad e?eB = eA+B+3lA4.Bl+...)

123 . .’
= (e?)#, # e (es obvio, pero uno puede caer en la tentacién).

Problema 2
item a

Si M € SO (D) entonces MT = M~1. Reemplazando M = e* entonces

@) =)

o T
Ek
Serie de e” — (Z ?) = e %« Ver demostracién més abajo

k=0

= (=7)"
Z o = < Trivial
k=0

exp (ZT) = exp(-Y)

Debido a que eM es una funcién inyectiva entonces necesariamente los argumentos son iguales, es decir que

Y =_%

L0S RESUELTOS DE
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Problema 2 GUIA 1

_ -1 . ..
Para ver que e™> = (ez) se considera lo siguiente:

por lo tanto e~ es la inversa de e, es decir que
_ -1
= = (62)

Item b
Las matrices ¥ son matrices antisimétricas en RP*P. La cantidad de dimensiones independientes de este conjunto
corresponde a la cantidad de elementos que hay arriba de la diagonal, es decir para una matriz de D x D antisimétrica se

tiene que

D
D N

Elementos
independientes

Elementos s
. ] Oy
no independientes )

por lo tanto la cantidad de elementos independientes es

#de elementos en tridngulo de arriba

#dim independientes
#de elementos totales = #de elementos en diagonal — #de elementos en el tirangulo de abajo

D?>—D
2
D>—D

D*—D— =

No se me ocurre una forma facil de ver por qué el ntimero de elementos de cada tridngulo es ==
siguiente (que es medio cabeza pero funciona):

, pero se me ocurre lo

D2 e entos
en toda laxmatriz

la mitad de arriba de la matriz tiene %2 elementos (es decir a cada elemento de la diagonal lo parto a la mitad). Ademds

la diagonal tiene D elementos (esto es posta) por lo tanto la “mitad superior de la diagonal” tiene % elementos (los parti a la

mitad)' En consecuencia el #de elementos en el tridngulo de arriba — #de elementos en mitad superior — #de elementos en media diagonal —

D> D _ DD-1)
2 2 N

. . . e . D(D=1) ;. :
En consecuencia de todo lo anterior las matrices antisimétricas ¥ de D x D generan un espacio de % dimensiones.

Debido a que M = e* generan SO (D) y a que e® es una funcién inyectiva entonces cada X se relaciona univocamente con
cada matriz M y entonces la dimensién de SO (D) es w.
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Problema 6 (duda al final) GUIA 1

Problema 6 (duda al final)

Las matrices A deben satisfacer que y = Az mantiene invariante a la forma cuadratica 27 nz, es decir
' nr = 1y ny< Forma cuadratica invariante
T
(Az)” nAx
T ATpAx
por lo tanto
n=ATpA — Condicion para A

El conjunto de todas las matrices A que satisfacen la relacién anterior define el grupo de Lorentz:

Box 6 - El grupo de Lorentz

El grupo de Lorentz se define como

L d:ef ({A S ]R4X4|’l’] = ATUAE Nuv = A\/}/I///m‘\ﬁw } y )

-1

1 es la métrica de Minkowsky y - es la operacién de multiplicacién de matrices A.

donde n =
-1
Propiedades de A € £
s det A = +1.
= = ATnA es equivalente a AT = nA~1n (pues n = nT).

= A =e* con A € R*** los generadores del grupo de Lorentz que satisfacen AT = 7\ (no sé cémo es en notacién
de indices).

» (A71)#, = A" (ver cuentita en box 9 y/o este link).

= A#, NO es un tensor, es una matricita. Ver este link (ademaés lo pregunté en clase).

e Son A, A" y A,Y tensores? No lo sé, lo pregunté en este link.

Box 7 - Propiedades de la métrica de Minkowsky

= 7 no es una simple matriz, es un tensor.

. n sik es impar
n ’r’ = .
1 sikespar

s neMpy = enMn,

n ot =60,

La consigna pide probar que las matrices A definidas por e* = A satisfacen

{)‘uu = _77/,Lp>\p1/

— n[tp)‘pl/ - Auu < 7])\ = )\T
Auv = =y

Para ello utilizo el hecho de que A € L por lo que

AT = A1

()" = 0
e)‘T = ne_kn
A = e
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Problema 7 GUIA 1

donde el Ultimo paso se justifica como sigue:

oo
Mk
M —
ne-n = ZUF

k=0
M? M3
= ]l+77M17+n2|77+n3'n+...
MngnM MnnMnnM
_ 11+77M77+n 7;7'7 77_|_77 77773'7777 77_1__”
k
_ i (nMn)
N k!
k=0
= MMn
De e*" = e~ ge sigue que
M = —nan & M=)
Problema 7
Si A € £ entonces ATnA = n por lo tanto
det (ATnA) = det(n)

det (AT) det{rydet (A) = det(m)
(det (A)> = 1

y entonces se obtiene lo que ya se sabia,
det A = +1

Debido a que el determinante es una funcién continua en los pardmetros (o algo asi) esto lo que hace es dividir al grupo de
Lorentz en dos hojas segin el determinante que son

L+ cuando detA =1
L—
L_ cuando detA = —1

Se puede imponer otra subdivisién al grupo de Lorentz en funcién del signo de A%). A partir de la condicién que debe
satisfacer A € L, i.e. o A?, A%, = 1., se encuentra que la componente = v = 0 es

(M%) =1+ (A%)* >1

por lo tanto las componentes A%, estdn “divididas” en dos conjuntos disjuntos:

AOO >1 O AOO < -1

En funcién del signo de A%y se imparte otra subdivisién de £ que se denota segtin

LT cuando AOO >1
L—
LY cuando A% < —1

Entonces tenemos lo del siguiente box:

Box 8 - Subdivisiones del grupo de Loretnz

Sobre esto hay buena data en [1, p. 133]. El grupo de Lorentz £ se subdivide en cuatro subconjuntos (no todos son
grupos) segtin el determinante de A y el signo de A%

sign(A°
L dft(ss °) — define 4 sub-clasificaciones para las A
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Problema 11 GUIA 1

que son
E_,_ — Es el tinico subgrupo pues 1 € £}

Eﬁ_ — Reflexiones espacio-temporales
LY = Reflexiones espaciales
LY — Reflexiones temporales

Todos estos subconjuntos son disjuntos y la unién de todos ellos forma L.
Obsérvese que existen las siguientes relaciones

£l =Pt
B =T £
£h=pP.T-LT
1
siendo P = -1 1 ,T=—P, P-T = —1. Entonces
-1
£ = chupclurcl uprcl

= (LUPUTUPT) LY

Debido a que 1 € El entonces

A esta continuamente conectada con 1 <= A € 51

Box 9 - La matriz inversa y la notacion de indices

Sea A € L. Entonces (por definicién de A € £) se satisface 1, = 1,,A?,A,. Sabemos que n*, = 6", por lo tanto

5“1/ = 77“5 npaApﬁAaV
—_
Nev

= AO’ILAGU
Por otro lado también sabemos que A~*A = 1 por lo que (A‘l) H,AY, = é#,. Igualando esto con lo anterior

AO_;LAUV —_ (A—l)uaAaV
AMAT, — (AN #oA7, =
(A" = (A7) ] A7, =

Para que lo anterior se anule para cualquier eleccién de A pido que el corchete sea cero con lo cual se concluye que

Ae L= Ak = (AY)#,

Problema 11
item a

Punto de vista de transformacion activa Si ¢ (x) es solucién de Klein-Gordon entonces queremos encontrar

(00, +m?) ¢ (Az + a) =?

' L0S RESUELTOS DE
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Problema 11

GUIA 1

Para encontrar la respuesta primero hago la cuenta 9,¢ (Ax + a) por separado:

8 g v (o8
w (A v +a )
= &C‘Tw(A »x¥ +a?)

6J¢A0y5ul/
= 0,0A7,

9,9 (Az + a)

Por otro lado

6 = n"o,0
0" 0 $A7,
X
= ALY

Introduciendo esto en la ecuacién de Klein-Gordon

(00, +m*)p(Ax+a) = (AHAN,070,+m?)¢(x)

= (055070, + mz) ¢ ()
(8”8M + m2) o (x)

= 0

por lo tanto se verifica que ¢ o (Azx + a) también satisface la ecuacién de Klein-Gordon.

Punto de vista de interpretacion pasiva Sean x e y dos frames inerciales. Si las coordenadas de uno se relacionan con las

del otro mediante una transformacién de Poincaré
y=Ax+a
entonces la transformacién mds general para el campo viene dada por [1, eq. (6.2.2)]

¢y (y) = F (¢« (2))

donde F' es “alguna funciéon”. Segin la consigna F' es la identidad con lo cual la relacién se reduce a

QSY (y) = d’x (l‘)

Para que la teoria sea invariante relativista ambos campos deben satisfacer la misma ecuacién, i.e.

(0% +m?)_¢x=0
(0% +m?), ¢y =0

Noétese que [? es distinto en cada ecuacién. Explicitamente se tiene que

3
o 0
(D2 +m2)x = 2077##@@ +m2 = 8”3# +m2
n=

3
a 0
(@ +m2)y = Zonun@aiy# +m? =09, +m?
l],:

Como se puede ver la notacién 0#0,, es ambigua ya que no se sabe bien en qué frame estd. Voy a inventar una notaciéon que

no sea ambigua con la esperanza de que me quede mejor:

8 def
Jon  Om

a def
agr O
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Problema 12 GUIA 1

Entonces la ecuacién de Klein-Gordon en cada frame es

<8“3M + m2> Pz () =0 — KGenx
<8M8u + mQ) ¢y (y)=0 G eny

Ahora si, partiendo de la ecuacién en x se tiene que

(8/‘8H + m2) ¢ () = 0
o () = Py (v)
v 0, =AM\",0,
(840000 +m? Yoy ) = (0
ot = A0
(6“8H + m2> oy (y) = <« AN, =N A=
¥y y
que es la ecuacién en y.
Problema 12
item a
La divergencia de la corriente es
aujﬂ = 8unleu

. _%aﬂ (6" 0 — 306"
= (06" 0,0+ 670D — 9 6D,0" — 60" 0,0")
- ‘%«ww&@—a%@@*+wmw—¢5%ﬂ

i
Mo, =abt s = ==
ab, = a,b 3
Ahora para ver que esto es nulo considérese la ecuacion de Klein-Gordon para un campo complejo
o ) (8“6u + mz) ¢=0
Klein-Gordon complejo — 5
(048, + m?) 6" = 0

Si se las multiplica por el conjugado a cada una y se las resta se obtiene
¢* (0"0, +m?) ¢ — ¢ (0"0, +m?) ¢* = 0
"¢ + 0" m* G — p[P 9" — pms™ =

con lo cual queda demostrado que
0,5 ~~0

Box 10 - Sobre el simbolo ~

El simbolo ax significa on shell y significa que la igualdad se cumple cuando se satisfacen las ecuaciones de movi-
miento.

item b

Si el campo viene dado por
s () = T

entonces la corriente es

= i (eiz‘k“m” I::Fikueq:ik“x“] _ ik, [iikueiik“m”])
2

1
= FF(FLF)
= :Fk‘”/
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Item c

Debido a que ko = vV k? + m?2 entonces ko > 0. En consecuencia Jo=ko == k? 4+ m?2 es negativo para la solucion de
frecuencia negativa.

Problema 13

Item a

La matriz S € C**4 satisface Sy*S~! = A*,y". Esto surge de pedir invariancia relativista para la ecuacién de Dirac.
Considérense dos frames x e y relacionados por la transformaciéon de Poincaré

Y = A ¥ + ot

., Uy > .
tales que en cada frame la funcién “de onda” es { W) en cada frame y la ecuacién de Dirac es
y \Y

(79 = m) v () = 0

(i7", = m) s ) =0

o
o
&

Iy

(para 0,, estoy usando la misma notaciéon que usé en el problema 11, i.e. ). Estas funciones de onda se relacionan

Q
QK|
=
g
<« Q

©w

(o))
<
ES

mediante [1, eq. (6.2.2)]

Yy (y) = F(¥x(2))
= Sty (2)

donde F' es cualquier funcién y como la ecuacién de Dirac es lineal entonces también lo debe ser F' (no termino de ver por
qué pero asf lo plantea el libro). Tomando la ecuacién en y y reemplazando vy = S¢)x y 9,, = A,”0, entonces
v x

(iv“?u - m) Uyly) = 0
(78,70, —m) St (2) =
(ify“SAM”(?l, - mS) U (z) =
(1571980 By = mSTS) v (2) =
Sé ademads que 1), satisface la ecuacion de Dirac, es decir que tengo
(170 = m) v (2) = 0
(351980, 0, = m) oy (2) = 0

Restando ambas ecuaciones se obtiene
(v - S_lfy”SAl,”) 0utx () =0

Si ¥, no es la solucion trivial entonces el paréntesis debe anularse con lo cual
= STIHYSAM
AP At = Sy S AP A

por lo tanto finalmente
Ay = 871908
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GUIA 1

item b

A primer orden se tiene que

y [1, eq. (6.2.8a)]

A,

Q

N

con w los pardmetros infinitesimales que satisfacen [1, eq. (6.2.8b)]

wh

lo cual hace que sélo puedan existir seis distintos.
Ahora introduzco esto en A¥,v" = S~y S y entonces

(]1 + w—: [7;}770]) ol <]1 - %g [%75])

EALF

APy

0"y +wnp,)y

v

v

Q

v

— VM

i v
3T

i v
1 —|— izuywl

1 174
1- g [7#37”} wh

1 -
Y, ow’
(62 ” ) MU

4w,

wPe wré

7+ =g Do vel 7 = =" [ia el
e Whé

Pt = Ve = Ye7p) 7 = =" (e = vem)
wP7 Ag

w
P+ v (YpYo — Nepl) Y — TV“ (Yave — meal)

AE
aso)- 2

g

"¢ (Yave — meal)

w
- TW”C ((2naeL = vave) Ye — Meave)

w>‘5

ASD |— —
ASD] - =,
A

as0]- 4

Ag

N (20a¢ve — a (2neel — Yeve) — neave)

NS (2nacYe — 2Mcevr + YAVeTe — Meavc)

w
= = @0 mere = 20" ncea +vaven ve = nean*c)

AE

w 7
= (20" = 20%eva + e = me™)

Ag

w)‘g

Iy ,
+ =5 (%era = "ave) = == (nve — meal) "

w)‘5

P+ - (0" eya — 0% ave)
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Problema 13 GUIA 1

Corto y sigo aparte:

AE
W47 + W)y = P T (8Meva — 6" ave)
, WAE AE
wnpy” = (T(S”g%\) - (T(S”,\Wg)
AE A
w w
— fadp VY [ s
(2] - (L)
AE 12
w w
— i v i v
< D) 5%) + < 5 Wg>
AE AE
w w
— i V) iV
(oo (S0
_ wkﬁéug,}/)\
Continuando aparte esto sigue asi:
wupnpy,yl/ = w>\£5#57>\
wMP,yp = WAM'Y)\
Bajén, me comi algtn signo negativo pues me quedé 1 = —1 (usando que w*” = —w"#).

Box 11 - Generadores del grupo de Lorentz

Debido a que Ll es un grupo de Lie, entonces VA € 51 (ver box 6 y box 8) vale que [2, eq. (1.149)]
egiKiJFeiJi
A = ezwm =
wh
W'y
donde
01 00 0 01 0 00 01
1 0 0 0 0 0 0 O 00 0 0
Ki=1o 000 ® |1 000 ™= |oo0o0 o0
0 0 0 O 0 0 0O 1 0 0 0
Generadores —
0 00 O 0 0 0 0 00 0 O
0 00 O 0 0 01 00 -1 0
T1=10 00 —1| ®2%]o 0 0o BTlo1 0o o
001 0 0 -1 0 0 00 0 O
, & € R parametrizan los boosts
Pardmetros — . .
0; € R parametrizan las rotaciones
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y
[0 1 0 0] [0 0 1 0] [0 0 0 1]
-1 0 0 O 0O 0 0 O 0 0 0 O
01 _ 02 03
2 0 0 0 O 2 -1 0 0 0 2 0 0 0 O
0 0 0 0] (0 0 0 0 -1 0 0 0]
Generadores — [0 0 0 O] [0 0 0 0] [0 0 0 0]
00 0 0 0 0 0 1 0O 0 1 0
23 _ 13 12
= 00 0 1 = 0 0 0 0 = 0 -1 0 O
0 0 -1 o0 0 -1 0 0 0 0 0 0
(ZHV) pO‘ = - (EV’L) pG' (EHV) af = 6;La6u[3 5#[3&/0;
[0 & & &
o det : =& 0 03 6 14
wo; = &; (parametrizan boosts) W eER
def —&  —0; 0 01
w;j = Oy (4,4, k ciclicos) (parametrizan rotaciones) & —0y —0, ()J
Pardmetros — -
Wi = —wuu ER 0 &6 & &)
1 & 0 —03 —0.
noo_ af) w Y- Sl & 2| = Ax4
W = wap (57) M =g g, 0 -6 SF
_:f% ()_) ()\ 0 J

Problema 14

Box 12 - Matriz de transformacion de espinores

La matriz S (A) que transforma a un espinor frente a una transformacién de Lorentz dada por A es

(& Kit+0:J:)
S pr—

) — Dos notaciones distintas para lo mismo

Lw, DM
e2¥nv

donde X# = }'L [7*,7"] (o sea, los £ de aca son distintos a los que generan las A) y w,,,, son los mismos que en el

box 11 (siempre y cuando se hayan elegido convenientemente las ¥ de acd).

Duda: Si elijo la representacién de Dirac o la quiral para las y* entonces me cambian las ¥#*” y esto hace que me

cambien las S. Esta bien esto? El cambio en S “contrarresta” el cambio en 9?7

Box 13 - Sobre las algebras; los grupos y las representaciones

(grupo) — e(élgebra)

Si se tienen distintos objetos que satisfacen la misma algebra, entonces éstos generaran el mismo grupo pero en dis-
tintas representaciones. Por ejemplo, recordando que

(Maﬁ) Hy = Wa“fsﬁu - Uﬂ%au / — Generadores de las A

)

Dy = i Y 1o — Generadores de las S (A)

tenemos que
1 apgB _ Buge sz
{A = 3w (17187 —nP8%) L ypg representacion del grupo de Lorentz

S = e®wurlr*n"] — Otra representacién del grupo de Lorentz

por el hecho de que 67, —nPt6~, y % [v,,v,] satisfacen el dlgebra de Lorentz, que estd definida por [3, sec. 10.1]
Ty ]| =t

[Ji, Kj] = igiijk

[Ki,Kj] = —if—:iijk

\ J

Lorentz algebra SO (1,3) —
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Item a

Siy = Lﬂ es un espinor entonces éste se transforma segin

P =S (M)
con S = e3swm=" Jonde Y, € R son los generadores del grupo de Lorentz. Las matrices X, son, como se vio en el

problema 13, ¥, = % (Vs 7o) Si la transformacién 1" = S (A) ¢ preserva espinores de la forma [ﬂ entonces necesariamente

z x 0 0
. z x 0 0 . . -,
S es una matriz en bloques S = 00 z = donde las x representan elementos (no todos iguales, es sélo estético lo
0 0 z =
anterior).
Para verificar esto se considera
§ = ko

-y (@ Z)*

2k k!
k=0
oo . vk
_ Z i (Wuu [7“7’7 ])
B 8!
k=0

Si se usa la representacién quiral entonces la forma de las matrices X#¥ viene dada por

= Pl Tl

- | bc] - {Cb da]

Na]
B

La notacion w,,, [y*,7"] no es més que una suma doble ya que w,, € R por lo tanto

v A
aw 1~ [ ]
Entonces

ooz'%{A r
B
SNE _—

kL
= 8k k!
Obsérvese ahora que
- )
4 =1
L B_ B
A 1" [4
| B] o | B
A 77 (A
| B] - | B?
A 1" [ak
| B| Bk

por lo tanto
s~y 2 [Ak } 0
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y entonces

] o
o [l 1

[k
= o,

con lo cual £ y x no se mezclan.
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GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

Guia 2 - Formulacién lagrangiana

Problema 1 (guia vieja!)
item a

El tensor de energia-momento surge de considerar una traslacién dz# y aplicar el teorema de Noether [4, sect. 1.3.2]. Este

viene dado por
A4

T, = ———0,¢ — L,
9 (90)
En particular para el lagrangiano de la consigna el primer término es
0L 0 1 m?
= =0,90"p — —4¢*
00,0 90,9 (2

10 o v

= g )

ot oer

= Wogany Ty Gan

a a
- 771/050;1,? + nuo?é—uu

_ % O
= 275
= 8#¢
Entonces 1
T, = 0"¢0,¢ — 3 (05007 —m?¢?) 6%,
item b

La energia y el momento vienen dados por [4, eq. (1.43)]

E= | &3z 1%

P = / d*z T

Entonces la densidad de 4-momentum es
pu — 70u
= [o#00,0 - 5 @070 - ), |
- pare- L ooy
La energia es

E = /d?)(E |:770080¢n0(a<¢_;(aa¢ao¢_m2¢)n00:|

96\? 0,007 m2¢
/d%[(@t) T2 2]

— / B [(bQ R (Vg)* _ m2¢]

2 2
_ %/d% (8 + (Vo) — m?]

En cuanto a las componentes del momento éstas son

po= / d'z [a%a% % (050079 —m®9) n“}
. 5 9 2 2
= / d'z qu) <_8fi) + 2 éV(b) B mQﬂ
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Problema 1 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

Item c

Si ¢ es solucion de la ecuaciéon de Klein-Gordon entonces

dSk 1 —ikx ikx
¢(’I)/(2ﬂ-)3\/m [ake k +bk€k}

Para este ¢ se tiene que
O = z/ &k k. (bee™ — ape” )

Como k es un time-like 4 vector entonces 0,¢ también lo es (bueno, 9#¢ lo es) y entonces . por lo que
0,¢0"¢ = i2/ dgk/ d*k kst (bkeik”” — ake_““) (bﬁeim — a,ge_mm)

Introduciendo esto en la expresion para la energia se obtiene:

E/ﬁxw@?%ﬁﬂ

[ = [ 50]

Problema 1
item a

La ecuacién de Euler-Lagrange es

Primero calculo

0¥ 0 1 m?
= S0,00" ¢ — 4B
5(0,9) mmw<2¢ A
10 ,
= 3 )
da’ a” a? da”

= oy Ty gan

a” a
= 771/050;1? + "71/076;1,1/

2
— G
- 2t
= 0M'¢

Ahora si la ecuacién de Euler-Lagrange es

(0,0 +m?*) ¢ =0

item b

Ahora habré dos ecuaciones de Euler-Lagrange que son

P ( 0L > 0z 0
. 0 (au¢1) a¢1
0 (502 ) -2 o
9(0ug2)) O
Antes de comenzar con la cuenta voy a reemplazar ¢ = ¢y + i¢s en el lagrangiano:

L= 0,610"¢1 + 0,20" $2 —m* [¢] + ¢3]
= gl (¢178u¢1) +$2 (¢278u¢2)

Como se puede ver no aparece ningtin término cruzado con lo cual no hay ninguna interaccién de ningtn tipo entre ¢; y ¢2
y ademads los lagrangianos £ y % son iguales al del item previo con lo cual las ecuaciones resultantes seran las mismas.
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Problema 2
item a (hay una duda maégica)

Una traslacién espacio-temporal es una transformaciéon de coordenadas de la forma
yH =g + et

con e las componentes de algin cuadrivector (infinitesimal). En particular existiran cuatro traslaciones independientes, cada
una en una direccién del espacio distinta:

yo) = 1"“ + 605#0

Y1) =t + ety

yo) = xt + g9ty ~ (ya) " = 2" + 2000
)

y3)# = at +e3dt'3

(y2)
(y3) "
donde el subindice a indica de cudl de estas transformaciones hablamos y superindice p barre las componentes. Obsérvese
que g, son cuatro parametros infinitesimales completamente independientes uno de otro. Con esto me refiero a que €,7** no

es un cuadrivector, sino una simple coleccién de pardmetros infinitesimales.
Frente a una transformacion (y,)* = z* + £,6", (para un «a fijo) la modificacién en el campo es

¢ (x) = é(ya)
= ¢(r+eq)
~ ¢(x)+ 070,

donde reconocemos (d¢), = £,0"40,¢.
Para encontrar cémo transforman las derivadas del campo, 9,¢, se considera lo siguiente

0
c?ugb’ — axugf)(er&?a)
0
~ pn ¢ (x) +€40"0,0 }
= ?u¢ + ?u (6¢)a

de donde se concluye que (6 (9,¢)), = 0u (6¢),-

Entonces, en resumen, la transformacién induce los siguientes cambios

(0xt), = €ad"q
(00), = €a0"a0p
(0(9u9)), = 04 (69),

y lo mismo para ¢*.
Para cada transformacién con a € {0, 1,2, 3} fijo existird una corriente de Noether distinta, es decir

(Ja) " es la corriente de Noether asociada a la traslacion (y,)" = a* 4+ 4,04

En particular para a = 0 (traslacién temporal) se deberia obtener la conservacién de la energia y para a € {1,2,3} la
conservacion del momento lineal en cada una de las direcciones espaciales.

Sea un lagrangiano £ (¢, 0,¢, x). Sea una transformacién parametrizada por € € R tal que

$*>l’/:fm(€)
¢ — ¢ = fy(e)

con f; — 1 cuando ¢ — 0. Téngase en cuenta que f, vy f, no sélo dependen de ¢, en el caso més tipico f, = fu (x,¢)

y fd) = f¢ (¢,I,5).

Ejemplos Se pueden mencionar dos ejemplos que son
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Problema 2 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

' = fs(¢)

& (@)= (fs ()~

1. transformacién activa del espaciotiempo {

¢’ () = fg (e)

Siempre se debe tratar a estas transformaciones en forma activa (quizd es lo mismo).
Frente a una transformacion de este tipo el lagrangiano cambiard segun

L — &L :g(fgb (5),a,uf¢ (E)ﬂfx (5))

El cambio en el lagrangiano se puede aproximar a primer orden en ¢ segin

2. una modificacién “manual” del campo {

/
¥ = L+ 0Z 5
Oe
0L Ofy 0% 0(0ufs) 0L O (fu)*
L 56 5 T 509 0 CTowr o ©
Usando que a primer orden en ¢ la transformacién en = y en ¢ viene dada por 6}: podemos identificar
¢~ ot o te
of Oe
dx = 5 Zg
las cantidades 8; por lo tanto lo anterior se puede expresar segiin
5p = =2
¢ 9z
L =2+ %MJF 07 M&-ﬁ-aug Szt

o 9(0.¢) Oe

Para el término “del medio” se considera lo siguiente: usando que ¢’ B fole) = ¢+ %5 entonces 0, f4 (¢,€) ~
0, (¢ + %5)_ En consecuencia

0 (0 0 0
7(8if¢)€ = 0, [ag(gé—&-;;&)}g

Pfo_, 0fe
= 8/1« ( 862 €+ 85) &)

9fs
" 9e

= 8u (69)

= 0 €

y entonces

0% 0%
¥ - +%5
* 56T 50,9)
0% 0.7 0%
= £+ 8—¢5¢*3u (W) 0 + 0, (W 5¢) + 0,2 dxt

0, (5¢) + 0,2 52"

0L
9 (9u9)

- 7+ alL( 5¢+$m)

= Z+46Z

Por otro lado, las ecuaciones de Euler-Lagrange antes y después de aplicar la transformacion son

0L 0L
O (awm)) ~ 5 "

0.7 0¥
ks (a(am')) "o "
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Problema 2 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

donde 9,, = % # a;Lm = 6,)/r Explicité que la derivacién es con respecto a la variable x y no a 2’ para que no

quede ningtn tipo de duda. El motivo de esto es que la transformacién se realizé en forma activa, con lo cual lo que
se transformo es el sistema pero el observador que calcula las ecuaciones de movimiento es el mismo, sus variables x

son las mismas.
FALTA TERMINAR ESTO!

La corriente de Noether para la transformacion a-ésima (con a fija) se obtiene a partir de (Duda magica no tengo la
més remota idea de por qué F'* = jz* para este problema)

0%
ca (Jo)* = Z (60), 700 | (62", &
V campo ¢; v
0% . 0% ”
= (60), 300,8) +(99), 90,0 (6z"), 0", L

= €a0%00,00"G" +240P00,0" 0" ) — £40" 40", (D90 d" —m®h¢*)

= €40,00"¢" + 2,000 0" ) — 46" o (000 9" — m* 90"

Ahora se puede cancelar el £, a ambos lados de la igualdad y entonces se obtiene la corriente de Noether asociada a la
transformacién a-ésima que es

(Jo) " = 0adpO" " + 040" 0" ¢ — 6o (0c O " — m>p¢™)

Box 15 - Transformacion de simetria

Considérese un campo ¢ (x) tal que su ecuacién de movimiento estd dada por
f(¢,x)=0
Considérese ademds una transformacién cualquiera®
¢ (z) = ¢' (2)

Dicha transformacién serd de simetria si la ecuacién de movimiento permanece invariante, es decir si la ecuacién de
movimiento antes y después de transformar es la misma:

{f<¢,x):0

/
f(¢,2)=0
¢ (z) =In (¢ (x)) una transformacién del campo
2Puede ser cualquier cosa la transformacién, por ejemplo { ¢’ (z) = ¢ (tanh (x)) una transformacién de coordenadas

¢’ (z) = cos (¢ (erf(x))) una transformacién de coordenadas y del campo

item b
Este problema se puede resolver de dos formas:

1. tomar la “definicién” del tensor de momento energia [1, eq. (12.4.1)] y ponerse a hacer las cuentas tipo computadora
algoritmica, o

2. se puede encarar utilizando el teorema de Noether y tratando de entender lo que esta pasando.
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Problema 2 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

Método algoritmico Utilizo el tensor de momento energia

", def Z %ay@ — P,
Ycampos ¢; ( “qbi)
0% 0%
= 0,¢ + 0,0" — Lo,
90,0 " 90,077

= 0670, +0"90," = (0,007¢" — m*¢¢") 8",
El cuadrivector (densidad de) momento es [1, eq. (12.4.8)]

= Tk
= Tounyu
_ 80¢*8M¢+80¢8M¢*_(aa¢aa¢*_m2¢¢*) 50;1,

La energia es la componente temporal de este cuadrivector:

E = p°
80¢*80¢+80¢80¢*_ (80(25({90(25* _m2¢¢*)
0000 _(3000" 2000 _ 0008 _ 0008 )

= 2 —_—
ot ot ot ot Or Oxr Oy Oy 0z 0z

= 2 o + Vo - Vo' +m g
y las componentes del momento lineal son
o= TV
80¢*82¢ 4 80¢ai¢*

96" 06 06 0¢"
ot oxt Ot Ozt

o bien, escrito como trivector,
0¢*
ot

99

Ve

p=——F5-Vo-—
Método intentando entender lo que esta pasando La ley de conservacion de la energia estd asociada a la traslacion
temporal y el conservacién del momento lineal a la traslaciéon espacial. En otras palabras, la conservacién de la componente
p-ésima del cuadrivector momento p* viene dada por la simetria del sistema frente a una traslacién en la direccion z*.

En el {tem (a) se encontré la expresién para la corriente de Noether (.J,) # asociada a una traslacién espacial de la forma
(yo) " = a4 £40*,, para un a € {0,1,2,3} fijo. De acuerdo con el teorema de Noether esta corriente satisface la ley de
conservacién 0, (J,)* = 0 por lo tanto se obtienen cuatro leyes de conservacién

para cada valor de a.
Para a = 0 la ley es la conservacién de la energia y establece que

9 (Jo)"°

=v-J
ot V-do

En este caso la cantidad conservada serd [ (Joy)°d3x, por lo tanto (Jy)° tiene que ser la densidad de energfa. Usando la
corriente de Noether del item (a) esto es

(Jo)? = 8990°¢* + 009" 0°¢ — 6° (D¢ p0° ™ — m* )

y si se compara esto con la expresion algoritmica se ve que es lo mismo V.
Para la componente a =i € {1,2,3} la ley de conservacién es
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Problema 2 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

por lo tanto aqui la cantidad conservada es (igual que antes, jaja) [ (J;)°d®z. En consecuencia (J;)° es la densidad de
momento lineal en la direccién 4. Utilizando la corriente de Noether del item (a) esto es

0 pues i # 0
0:60°6" + 0506 — 0% (9c00° 6" — m2pe)
06 0¢*  0¢" D9
“oni ot 9r ot

(Ji)°

que, nuevamente, es lo mismo que se hall6é en con el método algoritmico.

itemcyd
La ecuacién de Klein-Gordon para el campo complejo es
(040, +m?) 6 =0
(090, + m?) 6" = 0
la cual admite soluciones de onda plana de la forma
¢ (l‘) — ae—ik“r“ + b*eik“z“
(b* (37) — a*eik“xu + be—ik“alcM

Existe una restriccion sobre los valores de k* que se puede encontrar ficilmente colocando las soluciones en las ecuaciones:
las cuentitas son

0
1z — uv
ot 7 8x”¢

— nlw ((l (-Z) kye—ikcxg + b*ikyeikcxc)

— kM (_aefikc:rg + b*eikcm4>

y
0,0" = k¥ (—a(=i) ke 1 bk, )
= —k'k, (aeik%f + b*eik%C)
= —k'k,o
por lo que
(0"0,,+m®) o= (—k"ky+m?) ¢ =0
y entonces
k'k, = m?
Ademés imponemos la restriccién
k' >0

que es una convencién. Basicamente consiste seleccionar una de las dos ramas de soluciones de k*k,, = m?2:

kt

KXz
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Problema 2 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

En particular la rama indicada en color rojo.
Debido a que las ecuaciones son lineales en ¢ se puede aplicar superposicién (Fourier). En consecuencia una solucién
general serd de la forma

dk [ e »
) = are iktx, + b*ez T,
o () | gl o)

{ktk,=m?2,k0>0}

Obsérvese que el dominio de integracién estd definido por las dos restricciones impuestas. Lo anterior es “fuzzy notation”
en el sentido de que dk es algo ambiguo (es un diferencial del tipo d*k en la regién de integraciéon). Una forma correcta de
escribir lo anterior es

d'k o 2 0 —iktx * _iktx
(b(m):/WéD(k k#—m)GH(k)[ake » 4+ bie u:|

Para proceder con la integral se puede tomar £k, = m? y despejar una de las componentes como funcién de las demés. Es
convencion despejar la componente temporal

(k) = [k [* +m?
donde k = k'@ + k24 + k32 es la componente espacial de k*. En consecuencia la integral previa se puede reescribir como

¢ (x) = / / (;Z;T_I;ll5p<(ko)2—k|2—m2) Ou (k%) ¢ (k,x)

k1:2:3€R k0=0

con ¢ (k,x) = age™*"%u 4 bt e %u. Entonces

o0 = [y | Jate (e 1kr = ou (VE)dickn

1

O T m?2

o d3]€ ~ 0\2 2 2
_ /(%)4 N & () = |k —m” k.x)

R3

$e1 -
- /(%)4 T (K = k)
R3

def 2 A ~ A .z .z .
donde w = /| k|"+m? y k = k& + ky§ + k.2. Entonces una solucién general de la ecuacién de Klein-Gordon se puede
escribir en términos de los momentos espaciales como

dgk 1 —i(wpt—k-x * _t(wet—k-x
¢<x>:/<zﬂ>3m(%e (uIT®) i preilent o)

R3

wk:\/|k:|2—|—m2

donde el factor 27 adicional y el v/2 — 2 se han absorbido mediante una redefinicién de los ag, y los by,.
Ahora si la densidad de energia es, del item previo,

o 0000

b . * 2 *
=9t ot + Vo -Vo© +m g

La derivada temporal de ¢ escrito en términos de los momentos espaciales es

8¢> / Bk 1 ( . —i(wrt—k-x) . i — ki
- = ———— (ap (—iwg) e TRt R®) | et (@Rt km))
N J (2n)? % K (—iwg) kit
1 d3k ( ) ) )
_ v _ —i(wpt—k-x) * i(wpt—k)
= are + bre
2R[ Gm’ L ’ )
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Problema 5 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

y la conjugada

a¢* 0 / Bk 1 ( o i(wnt—kea) it —kem)
= 2B L (b y pyioniso)
ot ot s (277) 2wk
k1 4 ,
_ * t(wrt—k-x) — bui —i(wrt—k-x)
- / 39 (akl%e KIWEE )
A (2m)” 2w
—i [ dk i .
- _° ek (wkt—k'w)+b e—z(wkt—k'm))
2 3 ( e K
J @)

( )*
ot
¢ 8" __ ‘ ¢

En consecuencia el primer término de la densidad de energia, 57 <5 =
El gradiente de ¢ es

B3k 1 , .
v = V - —i(wrt—k-x) b* i(wpt—k-x)
’ -[(2@32wk6“6 + oe )

3
_ / (d ko1 (akikefi(wktfk»w) N bzikei(wkt*k'w))

A om)® 2wpe
3 .
_ / (;l 7;3 ;i (a p—ilwnt—k-@) _ bzei(wkt—kw))
7T Wk
y el de su conjugado
dk 1 , ,
Vot = V - i(wit—k-x) b —i(wpt—k-x)
) Z(ng Soon (ake + bre )
k1 . .
- / (@n)° 2u0 (i (=) ket =he) 4 pyifgeilont ko))
R3
_ / dsk" —ik (a*ei(wkt—k 2) _ o ilwnt km))
J (2m)% 2w \ P
= (Vo)
por lo que V¢ - Vo* = Vo - (Vo) =|Vo |2 > 0. Entonces la energia es
o6 |?

E=|%| +|Vé|>+m|s|* >0

ot

No sé si esto ya era trivial a partir de £ = %—f% + V¢ Vo +m2¢p¢p* o si merecia las cuentas.

Problema 5
item a

El lagrangiano de Dirac es

D%Dirac = 1/1 (W”ﬁu - m) 1/}

P ( 0L ) B % —0
"\ow)) ov
y la ecuacién de Dirac se obtiene a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange 0.7 0. , entiendo que
8 — —_ = = 0
g (a (aw)) P
las dos ecuaciones conducen a lo mismo. Cada término es
0L —
Gy v

®ALF 29 Si ves un error, avisale a Alf © 201810270854 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/contacto/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

Problema 5 GUIA 2 - FORMULACION LAGRANGIANA

0L
9 (0ud)

por lo que la ecuacién de Euler-Lagrange resulta ser

= Piy* = 0, ( 07 ) = 0, int

007" +mp = 0
— =
P (z 0"+ m) =
Desarrollando esta ecuacién se obtiene
007" +yYm = 0
0,01 + 9T m =
i0otpt 7°7" +i0;9T0y + 9T 'm =
00" =059 + 9Ty 'm =
000y’ — 01y +pIm =
ooyt N
—i(v") dovp +i(v!) O + my =
—ir" 00y — i Opp +mp =
(V"0 —m)p =

Resulta més facil hacer la cuenta con 1:

o (22) 22 _
. 9,0) oy

(i7"0p —m)

Item b (me faltan las soluciones generales de Dirac bien escritas)

La energia es la componente 00 del tensor de momento energia:

E = T%
0Z
(0}% (0}% 0
=N 00 | =V L00,
vCamzp;s i 0(0u1)
0% 0.7 —
= % + __ 0% | - &
(a@ow) Ut ) ¢>

= 0% — ¢ (in" 0, — m) ¢
= —ip (7101 + 702 + 7’03 —m) Y

Por otro lado la ecuacién de Dirac (iy*d,, —m) ¢ = 0 admite como soluciones a ondas planas de la forma

P (1.) _ ae—ik“mu + b*eik“w“

(V'O —m)yp = 0
—iy“ikzﬂae_ik“x” + iv“ikub*eik“x“ —map
7“]@@6_“&’”M — 'y”kub*eik“”“ —myp =

adsnkasn kdopan kdopa sndkaop ndkpoas ndokpasnpoa.
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GUIA 3 - CUANTIZACION CANONICA DE KLEIN-GORDON

Guia 3 - Cuantizacion canénica de Klein-Gordon

Problema 1

Item a

La ecuacién de Klein-Gordon para el operador de campo ¢ (x) es

(5‘”3M + m2) @ = 0 — Klein-Gordon

Para la solucién de la consigna se tiene que su primera derivada es

0,6 = — /a ag e g fem ) &k
© - 3/2 13
(2m) A V2w

S / ik (@e"k% - @Te—ik“%) Lk
(2m)"* A - V2w
R3

y la segunda derivada

2
m

1 — w d3]€
Moup(x) = - 3 /kuk# ag et Tr 4 Gy g fe o) —
(27T) /2 R3 ( ) 2wk

)

por lo tanto efectivamente @ satisface la ecuacion de Klein-Gordon v'.

Para verificar que ¢ (x) es real' basta ver que es igual a su dagueado

1 iy - d*k
¢xT:—/(@T€ ik zu_‘_@ez m#>_
( ) (277')3/2 J had. 2 had, ) 2wk
por lo tanto efectivamente
o(x)T = ¢ (2) = ¢ (z) es hermitico = sus autovalores € R

item b

Hay que calcular el conmutador [qﬁ (z,t), 11 (y,t)] donde

M(z) = 0L
9(%¢)

z:(’)”E’;’i},/EfszTE% = 8()%1
i

[\

El campo de Klein-Gordon es

1 o a3k 1 ' . .
¢ T _ _/ e —iktz, + a—‘f +iktx, = - / ag e~k o gy Teike
(2) (27T)3/2R3 <_k ) V20r (27) ;p (i 4k )
— 1 —  —iwt jik-x T twt —zkm d3k
= W/(a_ke e + a ) \/m
. ik A3k
= 3/2 / et*® 4 ap (t) Tei* “’) o

R3

1Creo que lo correcto serfa decir que ¢ es hermitico entonces sus autovalores son reales.
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Problema 3 GUIA 3 - CUANTIZACION CANONICA DE KLEIN-GORDON

Obsérvese detalladamente la convencién de signos (indicados en rojo). En muchos lugares se usan notaciones ambi-
guas y no se indica que cudndo los operadores de creacién y destruccion dependen o no del tiempo. Pero es clave ya
que los signos se invierten.

Entonces
6@D) Twd| = / / @, a1 ) 4 (g o) o
)
3
- — [antram i(kz+k'y) t o (k/y—k;c>:| d°k W' 31
T ' e + [% (2% ] \/m 9
/ (ka: ky) 3 ! i(/c'yfkw) dgk Wk’ 1371
= (=05 (k=K ¢ 5% (K —k)e ) =\ 3
_ i ik(z—y) —ik(z—y) wE 3
= e +e ——\/=d’k
(27T)3R[< )\/2% 2
= 0} (z—y)
. ; : S TPnY i — it —iktz, | — ik w
Segin Tong el signo menos viene de que II (z) = e ng (faikfe Mew 4+ ag et “) Vo k...
Problema 3

item a (duda y ademas validar que esté bien hecho)
Clasicamente el cuadrimomento del campo escalar real es (ver guia 2, problema 2, item b en pagina 25)
P = 200006 — (0,60° 6 — m>¢*) 6%
de donde se obtiene
H =11 + | Vo[> + m?¢?
p =20V¢

con IT = 9°¢ el momento conjugado.
En el caso cudntico promovemos todo a operadores:

Po= 2009049 — (0,607 ¢ —m?§2) 8%

3

Z (8C§)2 +m2§2 para =0

¢=0
20° 0" para p # 0
0 equivalentemente
H =T+ | V5[ 4w’
p=20V¢

No debe olvidarse que esto son densidades, las cantidades totales son las integrales en todo el espacio de lo anterior.
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Problema 3 GUIA 3 - CUANTIZACION CANONICA DE KLEIN-GORDON

La densidad de momento es entonces

N — 1 ; "
ans aud) _ En,ul/ay / (@elk““ + a T —lk“.L )
= = (2m)”* J AT V2w
A3k
_ ¢ . /ky, (a ezkx —a T zkrz)
(2m)** 2wk,
R3
i d3k i d3p
_ i kO a% ezk:av o ﬁfefzk:r / (a e _ g T 7'pr)
(2m)"? / ( ) (2m)”* J, : 2wy
—1 ) ) . Bk d3
- ap e B g g R g g e | gty Temitktp)e ) p
o] e -t g gt gt ten) EE L
R3 R3
Si ahora integro en todo el espacio a un tiempo t fijo obtengo
_ et(k+p)z et(p—k)x
/80¢8“¢d3x = //kjo akap/ dgx—@T@/ —d’z+ ...
- (27)° - = (2m)
R3 R3 R3 R3

6i(kfp)x efi(k+p)z 3 B d3p

= =t Byt aetast
<+ — g Gp T d’x + ag ap/ s—d°x
A (2m) A (2m) V2w /2wp

- / / Ko @ ap et nt s (k + p) — @i ap e e} (p - k) +

R3 R3

o il —wp)t §3 ot —i(wwp)t 53 Pk dp
T Ok Gp € Pop (k—p)+ ar ' ap ek p5D(k+P)} 2w /2
ap ap =

]

i(wg — wk)t

e(wk!+w k)t e(
= /kokﬂ|:a fakTak
RO s e

R3
z(w;C wk)t efi(warw,k)t dSk
et e } &k
\/ Wk/W T\ WE\/ Wk 2
d3k
= /}{“k/‘” [—ﬁ a_p e2iwrt 4 akTak + G akT — akTa t _2““’”}
- 2w
Para el momento lineal se requiere que p # 0 por lo que
. 1 . .
’oogd'r = 5 / W mm g - a +as @ - @ T e ] d

R3

]RS
1 N

= §/k”[z'z+z@*] d*k
]RB

De este calculo se puede concluir que el momento total del campo, P = f P d3z, es

%/k[@*@+@@} d*k

3l
I

R3
1
/k [akTak + 56?,3 0)| &k
R3

= /k@T@ d*k

R3

Obsérvese que no se requirié aplicar lo de orden normal ® para que converja.
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Problema 3 GUIA 3 - CUANTIZACION CANONICA DE KLEIN-GORDON

En cuanto al hamiltoniano, hay que calcular J# = Zgzo (3C§)2 + m2§2. El primer término es

2 )

_ . ey APk i : pr) AP
o p (= thkx _ — 1T —ikx w5 ipr _ — 1 —ipx
(3 ?) = (27T)3/2 /k (‘Lke ak € ) o (27r)3/2 /p (ape ap '€ )

2w
R3 R3 P

-1 , 4 ‘ &k d®p
= — EHpH (77 i(k+p)z _ gt g-eilp—Rz _ g goteilk—p)z 4 G-Tg-1 fz(ker)m)
(2ﬂ)3 // p k OQpc€ Gk ' Gp € ag Gp +ar'ap'e Sor

[\
?
S}

y si se integra sobre todo el espacio para un t fijo se obtiene

/(au%f Br = —//k“p“ [@ @ei(Wk+wp)t5% (k—l—p)— @T@ei(wp—uk)t(s?b (p—k)—‘r
R3 R3 R3
— 1 i(wp—w )t53 (k )+ ——f—f —i(wptw )tag (k+ ):| A3k d3p
- — A Gp'e » — ar 'y 'e P
4k dp D P)T ak ap D p ‘/m\/%
b 9 etwrtw_k)t — etwr—wr)t o el(we—wr)t e —i(wktw k)] B
- [( Pl s w4
R
1 ) Bk
= 7/([@'#)2 {_@HBQZwkt‘i‘ @T@ + @@T_ U/kTa kTe—2zwkt:|
2 | — — - = == Wk
R

El segundo término es

|-
o
|

1 kM ——f —iktz d3k’ 1 / I 73 _ —imHo, d3p
ap e’ Tr + ag e “) (a e g temw ““)
( )3/2/(k‘ Yk ka (27T)3/2 / Yp Ap Twp
R

i (K k— i (K k 4’k dgp
= // @@61( +p)z + g Gk 61( p)x + @T@efl( —p)x + ak a T *1( +p)z>
277 - = - —= 2w £/ 2wp

T
ﬁ

Haciendo lo mismo que antes: integrando en [ d3z, luego integrando en i d®p y a continuaciéon usando que wg = f (| k|) se
obtiene

_ 1 , A3k
/¢2d3x:§/[@ﬂezw’“t+ akTak + % akT—&—akTa % le _2“"“] "
- — k
3 3

Entonces la energfa total del campo (no la densidad de energfa, la total) es

A3k
+
Wi

M \

3
Z R |-ma e m w | - g e e S

d3k

. -i-f/ a G—k keszkt+ak ag + G akT—i— ak a_ kT _QMkt}
Wk

R.’i
i Como llego de eso a

H = /wk (@@ + ax a') d’k

R3
n
( Ak, T) |O>
=1

es un autoestado del cuadrimomento P~ (o sea, autoestado de 22 y de P) “sélo hay que multiplicarlo y ver qué da” (como

si fuera fécil...). Esto es
1 n
= 5/ (ak [ ( ak, ) |0) + @k ax <1_[1 %T> 0)) wi A3k
R3 =

n
Z]]a
i=1
34 Si ves un error, avisale a Alf © 201810270854 CCO
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Problema 3 GUIA 3 - CUANTIZACION CANONICA DE KLEIN-GORDON

Para seguir la cuenta hay que encontrar el conmutador [@,H?:l Tki’f], esto es
n
[ak, 7 T] = o o | [T o+ [ s T
i=1 i#£1 i#£2

> o | [] ot

(=1 il

por lo tanto, usando [@, Tk/f] = &% (k — k:/),

n
[%Haw]
=1

En consecuencia el cdlculo con el hamiltoniano sigue:

i) sl o)

I
(=)
gw
=
I
>
&
S
F
o

n 1
= Z/@Té%(kz—kg) [[a" wkd3k\0>+§/akT5D <Hak )wkd3k0>

n ) 1 n
= S ([Jam' |wn0)+5 [ a6y 0 (Hakﬂ>wkd3k|o>

=1 i£0 e i=1
n n 1 n
= > (H Ok, T) wr, [0) + §/ @ '9p (0) ( Ok, T) wi d°k [0)
{=1 \i=1 R3 i=1
n n 1 n
= ( wkz) <H Tk T) 0) + */ ax, '6p (0)< Tk, T) wi, d°k |0)
=1 i=1 R3 i=1

Como se puede ver el estado (H?Zl @T) |0) es autoestado del primer término (indicado como ) pero no del segundo.

De todos modos el segundo término es el que “desaparece” cuando se hace “orden normal” ya que es el término que tiene la

33 (0).

Para verificar que es autoestado del operador momento total se procede similarmente

) d3k |0)

P(fs)o - [ ([l
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Problema 7 GUIA 3 - CUANTIZACION CANONICA DE KLEIN-GORDON

Nuevamente se observa que efectivamente se ha obtenido un autoestado de P.
Obsérvese que

K |) = (Z%) )
/=1

P o) = (le) )
=1

por lo tanto

n
Z wk, — Esla energia total de un estado con n particulas
=1

n
Z ky — Es el momento total de un estado con n particulas
=1
es decir que se puede asociar a cada £ con una particula distinta.

item b

Esta cuenta deberia ser muy similar a las previas. Es
n
N(H%*)M - '
i=1

ax + Y 0h(k—ko) | [[aw | | d°K [0)

3 =1 £l
o=

= n
por lo tanto efectivamente N |¢) =n i) V.
Problema 7
item a

La funcién de dos puntos a t iguales es
1 ik- —ikx\ (— ipy |, —1,—ip &’k &
0 3@ 0w0 0 = Ol = [ [(@e®= v ale ) (Gerv+ e rv) 2 o)
(2m) A 2wk /2wy

1 ] ) . .
T e [ [ o (gmapet=sny s agaytekemy
R3 R3

, . . ) i 3k a3
...+W+W)IO> £

o

a
=
Do
(3

]

: // % Op woipy 4k _dD
= — 0| ag ap ' |0) etk @—iPy
o] [Oms o e

3
_ L /em(mﬂnﬂ

(zﬂ)3R3 2wi
Reemplazando wy, = /| k |* + m?2 se obtiene
0 50 6.0 10)= — [~ g
Z, Y, = 3 /
(@m)" S 2/ |k 2+ m?

@ALF 36
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Problema 15 GUIA 3 - CUANTIZACION CANONICA DE KLEIN-GORDON

Para expresar esto en términos de funciones de Bessel modificadas hay que hacer la integral en esféricas:

zk|m y|cosep

(0] ¢ (z,0) ¢(y,0) [0) do

d(p sin p—————

VE2 +m?2
—k\w y\
2T dz

;és' e
2(27r)3/ / kw\/kQerz —f|x—y|sin@ o

k=0 z=k|z—y|

) ) % klz—y|

= dk e dz
2<2w2>|a:—y|k N e -
=0 z=—k|x—y

= 2 / k1 (eik\w—yl — e—iklm—y\)
(271' |:1:—y| k2+m22

B / ksin (k|z —y|)

( k2+m2
0
g %;/dt sinh (¢) sin (mt |z — y |)
(27) Iw*ylo
m 1
7 = ——Ki(m|lxz—y
2r) |z -y m] )

donde K (z) es una funcidn de Bessel modificada de sequnda especie. Aparentemente en el Greiner, en la parte de las
funciones A, estd mejor desarrollada la cuenta.

Problema 15
item a (error de cuenta?)

Utilizando la definicién de producto T-ordenado esto es

) o)) 10)

Az —y) —i(0|T

= —i(0] ¢(2) o) T10) O (¢° —y°) =i (0] ¢ (y) & (2) |0) On (y° —°)

Ahora calculo las funciones de dos puntos usando las expresiones del campo complejo

¢(x) . 1 / (aieiikuw“ + aifeik#”:“) d?’]i)
(27r)3/2 A - - V2wi

1 . ; Pk

T T ikt x, —iktx
oL (m%/(“k o e ) T
R3

es decir

<O| (b(x) MT |O> = ( // 0| [ apT |0> —ikz+ipy +W —ikx—ipy 4.

R3 R3

. . . . d3k d3p
0 —_—t1 = 0 ikx+ipy Wikz—zpy)
+We +< =k 'p >€ m 2%
/ —zka; y)
220)° )\ kP +m2

= Wa(y—ux)

bS]
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Problema 15 GUIA 3 - CUANTIZACION CANONICA DE KLEIN-GORDON

—~
=2
©-
—~~
<
~—
—
-
—~
8
~
=)
~
|

1 _— 0 @3k &3
73// (0] @& " [0) =¥+ 1 otras-cosas P
(277) 2w 2w

R3 R3

k
1 —ik(y—z)
- . / ¢ &k
2(2m) n E|* +m?

= Wa(z—y)

b

En consecuencia el propagador resulta ser

A —y)=—-iWs(y—2)On (2° —¢°) —iW2 (z — ) On (y° — 2°)
ME QUEDO AL REVES, A DONDE ESTA EL ERROR? En clase nos quedé lo mismo pero al revés...
item b (ni idea)

item c (Falta resolver!)

Pregunté al docente y D (z —y) = A (z — y) del item (a).

05 RESUELTOS DE
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GUIA 4A - CUANTIZACION CANONICA DEL CAMPO DE DIRAC

Guia 4A - Cuantizaciéon candnica del campo de Dirac

Problema 1

Verificacion de ecuacién de Dirac El operador de campo de Dirac es

2
1 — — m

T) = ——Fr Uk.s Dl s % 4 v s dp s e — &3k
Y (x) @ﬂ/2¥n£1<m k, k,s A, >\“%

[kl fo-l
Uk, s |:w:+km€-9 51 0

ok E con 0
wo= [ o=

estdn en la representacion de Dirac (lo pregunté en clase). Para verificar que cumple la ecuacién de Dirac

con ugs ¥ Vk,s soluciones de la ecuacién de Dirac. En particular en la cuando las y*

(iv"0, —m) Y =0

simplemente hay que aplicar el operador (iy#0, —m) a la expresién de la consigna:

1
(2m)"?

M B
Wi

(iv“a# - m) @ =

2
/ Z (iv"0, — m) uy, se~ E + (i7"9, — m) vp, €™ i !
R3 s=1

El hecho de que uy,s ¥ vi,s son soluciones de la ecuacién de Dirac implica que
—ikx
. Up,s€ "
S

por lo tanto se verifica asi que 1 satisface la ecuaciéon de Dirac.

Verificacion de las relaciones de Heisenberg El momento canénico conjugado del campo de Dirac es [4, eq. (5.2)]

0%
5(007)
= iy
_ i@HO'yO
= Z@T

=

(z

~

por lo que

Problema 2
item a (resultado raro)

Una traslacién espacio-temporal se puede parametrizar de la misma forma que se hizo en el problema 2 (a) de la gufa 2,
es decir dada por la transformacién
(ya) =gt + 5a5Ha

con a € {0,1,2,3} parametrizando si la transformacién es en ¢, en z, .... En dicho problema se verific que las transforma-
ciones a primer orden en &, vienen dadas por

(0zh), = €adty
(6¢)a = gaéﬂaalﬂ/}
(6 (8/ﬂp))a = a# (5¢)a

Lo mismo se aplica a ).

)5 RESUELTOS D
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Problema 2 GUIA 4A - CUANTIZACION CANONICA DEL CAMPO DE DIRAC

La corriente (J,)* asociada a la transformacién dada por a € {0,1, 2,3} viene dada por

wot = | 3 T 00| - 2 6,
0L 0L — M
= W (51/))a + W (‘W)a —Z (0x )a

= ipy" (60), — ¥ (in", —m) 1 (6z+),
= WO 0", — ¥ (9 — m) Ye i,

por lo tanto
(Ja) " = md" 3y
(este resultado es medio raro pues la energia es igual al momento... Y todas las componentes del momento son iguales... No
tiene mucho sentido...).
Debido a que la transformacién es de simetria Va € {0,1,2,3} entonces el teorema de Noether asegura que

0, (Ja)* =0
que es lo mismo que
0
ot (
donde J, son las componentes espaciales de (J,) *. Para a = 0 esto es la ley de conservacién de la energia mientras que para
a=1,2,3 es la ley de conservacién del impulso lineal.

J)'=V-J,

Otro approach para encontrar el Hamiltoniano El hamiltoniano de Dirac es [4, eq. (5.8)]

7z - /(ﬁa@— Z) &

R3

= /(i@@oﬁ - E (iv"9, —m) @) >z
RB

= [GENT T, +mT N T) d'a
R3

= /(—@w%iaiy +mp Y0P dPx
R3

Para expresarlo en términos de los operadores de creacién y destruccion lo que hay que hacer es reemplazar a ¢ y ¢ por
sus expresiones en términos de éstos. Para avanzar por partes (como lo hace Tong) comienzo con

2
(~in'd; +m) & = (21/ [ S (s m) e+ (0 m) o e [
7T) R3 s=1

k

Como uy,s ¥ vk,s son soluciones de la ecuacién de Dirac entonces

(Z-’Yuau _ m) {uk,s} =0 — o (27’81 _ m) _ i’yO@o {’U,k73}

Vk,s Vk,s

con lo cual

) 2
(~in'Oi+m) P = — / > (WOuk,sﬂaoeqm + VOU’CvSmTaoeikx) \/7d3k
s=1 - o *

3/2
en” J
‘ . —ikx ikx m
= 73/2/2@ s B (—ioon) €47 1 00 i T (i) €47 | [ 2 @B
(2m) gy s Ok
1 _ )
= T ikx 3
= (277)3/2 /27 Uksbks —vk7sdk,s e )\/nﬁdk
R3 ¢
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Problema 2 GUIA 4A - CUANTIZACION CANONICA DEL CAMPO DE DIRAC

Volviendo al hamiltoniano ahora se puede multiplicar por ? para obtener

2 2
=, . — m Tt ik T i
Tlwoms = 2 [ [ (ohBate i T )
R3 R3

s=1 r=1

e / / S5 (st BB € ]y B T
7T 2

- _ w
o4 U]J275up,r dk,s bp,r e ikx—ipx ,U]'L Vpor dk: s dp R ’[ zk:erzpm) \/Edgk d3p
T k

Introduciendo esto en el hamiltoniano, i.e. agregando una integracién [ d3z, se hacen colapsar las exponenciales en deltas
de Dirac y se puede hacer la integral en p (o en k). Esto es

H = /7(—2”%—62‘ —|—m) @d%

2

- / .// Z Z ('LLL stp.r Lk’s ! bp”" etkr=ipe — uJIrc sUp,r bk:,s f dp,r feiketipe +...
27T R3 R3 R3 5= 1 r=1
- _ w
ot UZ,SU’P;T dk;s bP,T e tha—ipx ’U]: svp, dk S dp T T 1k;c+zpz) ;p dsk d3p dgl
T V k

2 2

m 7 J(wp—w
= o [ XX (B By sl )+
R?)

s=1 r=1

T 2 t T de ) JYE 3
s+ Uli,suﬁkﬂ‘ dk‘,s bfk,r ek — Uk’svk,s dk7s dkﬂ‘ T) d’k
28, TR 2,5 TR k

donde la notacién nk significa invertir la parte espacial, es decir (k:o, —k:). A continuacién se puede hacer uso de las relaciones
kO

1 -
uk,ruk,s - m(srs

. 0 .
de ortogonalidad f k . En consecuencia
Vg - Vk,s = 57“5
k,ro R, m

T _ T —
“k,rvnk,s - Uk,ruﬁkvs =0

2
Z = 13/Zzwk5rs(bk,sTbk,r_dks dker)dk
(27T) R3 s=1 r=1
2 a3k
= R/S‘ Sz:; OJk(bk75Tbk,a dk:.s dks ) (2773 v

Utilizando la relaciéon de anticonmutacién { dir, dps T} = 5% (k — p) 0,5 €l hamiltoniano se puede reescribir como

N

2
:/Zwk(@+@—%()>d3k

R3 s=1
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Problema 4 GUIA 4A - CUANTIZACION CANONICA DEL CAMPO DE DIRAC

T . T o
donde Ngs = brs Thrs ¥ Ne,s =

k,s t di,s son los operadores “ntimero de particulas de tipo b y d” respectivamente, es

decir ntimero de particulas y antiparticulas. El término 4%, (0) = oo es el que se tira cuando hacemos orden normal. Est4
todo bien, no hay que preocuparse por este infinito ©.
El cuadrimomento del campo de Dirac es [1, eq. (13.3.20)]

/"géku<%

R3

&k
(2m)

w

- )

No tengo tiempo de hacer la cuenta, lamentablemente. Pero en la referencia citada hay un desarrollo.

Problema 4

(ver [1, p. 272]) La transformacién '
b =Y

es tal que para € — 0 se tiene que

W~ (1 +ig)
W~ (1 —ig)y
de donde se ve que, a primer orden en g,
oy =iey
5 = it
La corriente de Noether es
0L
eJH = Z T 09
Vcampos ¢; 9 (a‘ugf)l)
0Z 0L —
= oY + o)
9 (0u%) 9 (0,0)

= Yiyticy

= —ePy'y

~ epy*y
y dado que ¢ — 9" = €’} es una transformacién de simetria entonces esta corriente debe satisfacer 9,,J* = 0, o bien

0J° 0J°
2 =Vd = —d%— /V Jdx

R3

por lo tanto
0
e / JOdBxr=0 = /JO d3x es una cantidad conservadal!
R3

y esta cantidad resulta ser la carga eléctrica. Es decir

Q =:t/@vwd%
R3
= / Vi ddx
RS
Al cuantizar todo se promueve a operadores:
Q=[G
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Problema 8 GUIA 4A - CUANTIZACION CANONICA DEL CAMPO DE DIRAC

y ahora, habiendo ya cuantizado, se puede reemplazar 9 (z) = W Jgs 25:1 (ukﬁg b,s €~ v o die s Te“”) V d3k.

Entonces

2
= - 27r ///ZZ uksbks “””Jrvksdks —zlm)m

R3 g3 g3 =1 7=1

T 1 -+ 4 m m
' (Upw bp,'r‘ e_sz + Up,r dp,’r‘ Tesz) \/7\/7 dsk d3p de
— We wp

2 2
— @ /// Z Z uk sUp,r b s bp,re(k? p)T +u]t; pir [ i po,rT ith+p)e |
Tr = - -

R3R3R3 =1

vl o dies bpr e Pl vy dp e TETPT ’”‘"” d3k dpdix
Upr Ak bpr 1/ ™ ,/
2
1 3 —w
R3 R3

P, feilrteon)tsd (4 p) + ugsup,r s @e*“wk*%)t&;} (k+p) +

¥
-+ uk7svp77” k,s

5

0] O s dpy TP TR, (p k)) Z\/wﬁdskdsp
P

2 2
= 2 /Z (’U,ksukrbks bkr—i_uksvnkrbks d_o. .. d_gr T21wkt+ -
71'

s=1 r=1

- X d‘3k
-2 —
co 0] g dis D € 7% + 0] vy dis dir T) w
, 0 ’ e k

donde nk = (k:o7 —k). Haciendo uso de la identidad uL Unk,s = U}; »Unk,s = 0 los término cruzados se anulan y entonces

2

0 m d3k
Q= o N\3 ZZ (uk Ukrbks bkr—ka Uk?“dk:sdkr>7
(27T) R3 s=1 r=1 Wk
kO
Uy Uk,s = —0rs
Ahora aplico las otras dos identidades de ortogonalidad 1501 con lo cual las dos sumatorias colapsan en una
11;2774’1)1675 - Ors
sola y
2
ol wt wE wE d3k
Q = / =5 12 s dest) =
o - 2[5 G )

Se puede ver que las particulas de tipo b tienen carga positiva mientras que las particulas de tipo d tienen carga negativa.

Problema 8
item a
En la expresién -
Sap (@ =) = =i (0| T (Ya (2) 05 () ) I0)
los subindices o y 8 denotan el niimero de componente del espinor, recordemos que
o
Y2

¢ = Vs = Pi=[vt ot Y5t 9yt

Ua
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Problema 8 GUIA 4A - CUANTIZACION CANONICA DEL CAMPO DE DIRAC

Voy a proceder por fuerza bruta: reemplazo el desarrollo de @ en términos de los operadores de creacién y destruccion y veo
qué da. Antes de comenzar hay que recordar que en el caso de Dirac el producto T ordenado es

) Yo () V3 (y) si z¥ >y

— s () Ya(x) sia® <y

donde el término con z° < 3° tiene un signo negativo pues al tratarse de fermiones cada inversién saca un —1. Entonces

iSas (x —y) = Om (¢° = 4°) (0] Yo (x) Vg

—~

y) 10) = ©m (y° = 2°) (0] ¥5 () Y () |0)

El primer término es
Para el caso z° > y° se tiene que

@B = = [ [ XY o
Bl dBPp

A @) s by €Y + (T Tre*ipy>0—
(@705 Bar ' 4 @)y T ™) 10) e

2 2
s [0 (), 0 B e

0

s (ukys), (W)B (0] @W—ikm—zpy .
o () () (0 T 1 [0) €49 4

0
S - hx—i d®k d3p
.. 1 ikx—ipy
T Ws)q ) (O s W > VWi /Wp

2 2 3 3
_ m // ( — A —itkz+ipy d’k d p
= : Uk,s) o, (Upr) g (O] be,s bp,r'[0) € —
iR s o

3

/N

(un,)e Dhs €™ + (Uk,), s Te““)

—~
~—

2 3

_ m L ik(a—y) BK

- | X e e g
RS 7

Ahora se hace uso de la férmula de producto externo [4, eq. (4.128)] Z§:1 Up, s Uk,s = Erm con 1o cual

(k#"Yu)aﬁ +m

Z (Uk,s) g (m)ﬁ =

pt 2m
k* (7&,@) © +m
2m
y entonces
m K (Yap) p + M _ip(amy) 4k
0 xT 0 = e R\x y) &L
OR@HEW 0 = Gt [ = =
R3
_ m / 0" ('Yozﬁ) 1% + mefik(a:fy) ﬂ
(2r)? 2m W
R3

1 e—ik(ft—y)
= (i, : A3k
o) ot [

R3
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Problema 8 GUIA 4A - CUANTIZACION CANONICA DEL CAMPO DE DIRAC

El otro término del producto T" ordenado es

OB 0 = //ZZ (O (@) B €77 + (57) 5 T ™) ..

R3 R3 s=1 r=1
A E— &k dp
s b R —ikx s d ST zkz) 0
- () B 4 ), s 0 e Vo
2 2
m o APk dPp
= — E (Upr) g (Vi s 0| dp, dis ! |0) etk — 2
(27_[_)3 / po o D, k, ) < | -p,r k, ‘ > /rjk TJP

2 3

_ m . ik(zf ) d :ZC

- o / Zl (1) (v10) €00
RS °7

Ahora aplico la férmula de producto externo para los v s, i.e. Zi:l Vk,sUk.s = % con lo cual (obsérvese que [('Uk,s)ﬁ , (vk,s)a:| =

0 ya que son sélo niimeros)

2
kH -—m
Z Uk, s Uk s - (’yaﬂ) =

2m

V)
—

por lo que

OB B0 = joms [ # Gugu—meto=
R3

) Lk
We

1 . —ik(y—z
= s [ 0 Ce e
R3

= (idop +m) /

R3

= —(iﬁa,@—l—m)D(y—x)

) Lk

Wk
e—ik(y—x) Bk
2w (27T)3

Juntando estos dos resultados

017 (o (@) 5 W) ) 10)

I
——
=
<
Q
—
&
<
™
S
~—
2
z
8
\%
<

D(r — 0 ,0
D E; . Z; io < zo y que SaB (.’13 - y) =—1 <0| T (7% (.13 wﬁ (y)) ‘0> entonces

Finalmente recordando que Ap (z —y) = {

Sap (x —y) = —i (i +m) , Ar (v —y)

Me sobré el —¢ que no sé como sacar...
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GUIA 4B - CUANTIZACION CANONICA DE CAMPOS DE ESPIN Y HELICIDAD 1

Guia 4B - Cuantizacion canénica de campos de espin y helicidad 1

Problema 1
item a

Reemplazando F,,, = 0,Z, — 0, Z,, el lagrangiano de Proca es

w7y AUz _ 2
v v v v 2
_ _8“Z Oz, —0*270,7Z, —0"Z*0,7%, + 0" Z"0, 7, n m—ZuZ"
2 2
Las ecuaciones de Euler-Lagrange son
A4 £
9, 0 B 10) —0
0(0,2v) ozv

es decir que en total son cuatro ecuaciones variando v € {0, 1,2,3}. Como siempre, calculo cada pedazo de la ecuacién por
partes: el primer término es

o 1 a(aazﬁaazﬁ)_a(aazﬁaﬁza)_a(aﬁzaaazﬁ)+a(aﬁzaaﬁza)
20,27y 2| 9(0.2v) 9(9,2Y) 9(0,2) 9(0,2)
0(0%2P0sZ,)  0(0°2P047p)
0,27y  9(9,.2Y)

Estas derivadas son un poco intrincadas en lo que respecta a la notacién de indices (al menos para mi). Voy a hacerlas paso
a paso a cada una para estar seguro. Arranco con

o zp
W _ a(ain) (105 2% D 2"
9(0,27)
= 1" mg)azumzﬂm
= Mg, [00,0°,0,25 + 0, 256% 6%,
= Nue0aZ" + ONZ 0" s,

2017,
La otra derivada es
8(8"2585ZQ) B Y 8(8,\Zﬂ@5Z””)
00,27) T T8 0,2v)
~ 0(0aZP0s2")
0(0,27)
= 6°,0°,052% + 0, 276" 6%,
= 20,7Z"
En consecuencia
0.7

7 9 g _ kg
0,7 ~ 2 OwE )

0L

— wo_ Iz
0, <a(aNZv)> 2(0,0,2" — 8,0"Z,)

El otro término del lagrangiano es

0L  m?0(2,2")
ozv 2 9z
2
= m? (nua(sauzu + Zu)
= m?Z,
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Problema 5 (Preguntar) GUIA 4B - CUANTIZACION CANONICA DE CAMPOS DE ESPIN Y HELICIDAD 1

Entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange son, para cada v € {0,1,2, 3},

2
0,0, 2" — 0,0"Z,, — %Z,, = 0

2
8, (8,2") — <D2 + ”;) 7, =

Usando la condicién de transversalidad
0,2" =0
que surge del hecho de que Z* tiene espin 1 finalmente se obtiene que

(@ +m?) Z+ =0
0,2" =0

7 7’ 7 2 ’
(no sé por qué me quedé - a mi, pero ya fue).

item b

Se pide verificar que _ _
(Z)" = (e "™ + (ef.5) Pt

(0% +m?) Z2* =0

9. 70 — 0 . La condicién de transversalidad 0,Z* = 0 sale de la ortogonalidad entre los € » y el k:
A

satisface {

0

. 0
0 (Zk)" = (er Yl ™ + (ehay"Ey €™
Por construccién los e;, » son ortogonales a el .
La ecuacién (D2 + m2) es “trivial” ya que O%22# = —k¥k, Z" v kVk, = m>.
Problema 5 (Preguntar)
La primera condicién es cuasi-trivial

A3k

3
a 1 —ikx — 7 ikx
D*Ay = —=; / > Kk (— (er) HTr e ™ +(€k,x)“ak,ﬂ6k> 5
(2m) B3 A=0 Wi

donde £k, = 0 pues para el campo electromagnético k es un cuadrivector nulo, es decir que por definiciéon k*k, = 0.
La otra ecuacion es

3
1 : ; 3k
0 AF = ———— / ik, (* (ex )" arx e~ ke 4 (er )" Trx TGka) —
ST 2 - = Ve

Para ver que esto es # 0 hay que mostrar que # cuatro cuadrivectores €k, etiquetados por A € {0, 1,2, 3}, tales que k, (e5.1) *
siendo todos los ej, » ortogonales entre si y ademas k*'k, = 0. Para ver esto considérese la base ortonormal [4, eq. (6.44)]

(epa)* = 0%\

tal que [4, eq. (6.42)]

(een) " (epn) "™ =

v

N
n
En este caso en particular se tiene que

ku(era)t = kuo¥y
por lo tanto, a menos que k = 0, no se puede satisfacer la condicién.

PREGUNTA: Lo anterior lo probé para una base particular de los ¢j, . Estd bien asi? Me suena que no tiene mucho
sentido ya que si los € forman una base, no existe ningin k£ que sea ortogonal a todos.
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GUIA 5A - INTERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

Guia 5A - Interacciones y calculo perturbativo de amplitudes de scattering

Teoria de procesos de scattering

Los procesos de scattering se modelan de la siguiente manera:

Interacciones

linicial) ———> ac
magicas

(final| Ujooe—oo |inicial)

es decir

= Se prepara un estado |inicial) que es autoestado de la teorfa libre y es conocido, por ejemplo dos electrones con
momentos conocidos.

= Se deja evolucionar al estado inicial de acuerdo a la teoria de campos, por ejemplo se hace colisionar a los electrones.

= Se elige un estadolfinal) que es también autoestado de la teoria libre y nos hacemos la pregunta sobre qué
posibilidades hay de medirlo.

Entonces la pregunta principal que uno se hace en un proceso de scattering es por la probabilidad
. 2
P (|inicial) — |final)) = \ (final| U oor _oo |inicial) ‘
= | (final;| S |inicial;) |2

donde S es el operador de scattering que se define como [1, eq. (15.3.2)]

= def 7=
§ = U+oo<——<x>

donde Ujiooe —oo’ €8 “el operador de evolucién temporal en el picture de interaccién entre el tiempo —oo y el tiempo +00”.

El picture de interaccién
Dado un lagrangiano -
L =% +24
donde g es el de la teoria libre y Z es el término de interaccién (por ejemplo @4) y asumiendo que .7, no contiene
derivadas entonces

N
\

K+ A4
= -4

es decir que

Se definen las cantidades en el picture de interaccién como

[ (1)) & e 20t |y (1))

7141 (t) def ei@tgefi@t

donde las cantidades |¢ (t)) y A, son en el picture de Schrodinger.
De Tedrica 2 sabemos que las cosas en el picture de Schrodinger satisfacen la ecuacién de Schrédinger, es decir que

.0 —
il () = 22 [ (1)
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Teoria de proceso&Ud Acatteridd TERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

cuya solucion es o
[ (1)) = e 2570 [y (1))

Esto mismo en la representaciéon de interacciéon es

[Wr (1)) & e ZBt (1)

= Gt Iy (1))

i Flte=iZ (t=to) o=iTBt |y (1))

o bien

|1 (t)) = U, " |91 (t0))

donde

def — —i
Ut(—tg/—e%t 7.%(25 to) it

es el operador de evolucién temporal en el picture de interaccién. Diferenciando esta expresion respecto al tiempo se puede
verificar que este operador satisface la ecuacion

X,
Z& Ut(*to/ = % (t) Ut(*tg !

Perturbaciones (serie de Dyson) (preguntas)

La ecuacién de movimiento para Ui, +, ' puede ser resuelta utilizando una expresién perturbativa (serie de Dyson) que
es [1, eq. (15.2.19)]

o0

dt, | dty .../dt T(%”H(tl),%”11(152),...,%1(15"))

/
Ut<—t0 =

T <€7if:0 '%I(T) dT)

donde J#; es “el término de interaccién del hamiltoniano en el picture de interacciéon”, es decir recordemos que £ =
6 + A en el picture de Schrédinger por lo tanto JA; = e' 2ot 77 e 1 2t

El operador de scattering se define como S = Uiooe—oo’ por lo tanto

5 - ﬁ_’j Sk 7dt1 7dt2 .../OOdtnT(%(tl),%(752)7...7%(%))
— i ( Z')n d*z; /d4x2 /d4an(%”11 (z1), HAr (22) ..., K1 (In)>

n=0 ' R4 R4 R4

Perdon por la notacién mezclada para los hamiltonianos y las densidades hamiltonianas, me avivé tarde... Resulta que es
usual la siguiente notacion

[Tl
|

o /d4x2 .../d4an<%1(x1),jﬁ1(a§2),...,%[(xn)>

d4.’E1

Il
\iﬂ\

d4x2 / 4an(%1(m1),%ﬁ[(wz),...,fﬁl(xn))

e

Il
=

+ T

es decir que T es son todos los términos perturbativos.
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Teoria de proceso&Ud Acatteridd TERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

De acuerdo a lo que se expuso al principio de esta secciéon de teoria se tiene que
P (|inicial) — |final)) = | (final;| S |inicial;) |2

— | (final;| (I + T) [inicial;) |”

= | (final| inicial) + (final;| T [inicial;) }2

PREGUNTA: aci los | ) son en el picture de interaccién? El término con n = 1 de la amplitud con T es

(final;| T [inicialy) —i/ d*z (final;| T (%”H (3:)) |inicialy)
]RAL
- / dbz (final| T (Jfl (x)) linicial)
R4
= z/ d*z (final| T (-2, ) |inicial)
R4
PREGUNTA: en el paso indicado en rojo me hice el gil y “taché” el picture de interaccién. Pero esto no sé si es correcto
pues los |;) estdn evaluados en ¢t — oo mientras que J41; estd evaluado en el tiempo de la integra... Cémo es la onda? La
aplicacién del teorema de Wick hard que esta tltima expresién se convierta en todos los diagramas de Feynman de orden 1

(es decir, con un vértice) (creo, de esto no estoy seguro atin).
El término con n = 2 de la amplitud con T es

2!

2
(finaly| E linicial;) = (=) / d*xq / d*zs (final;| T (éfi] (z1), JA41 (:c2)> |linicialy)
R4 R4
;,Cémo se hace aca para deshacerse de los “picture de interaccién”?

Box 17 - Teorema de Wick

T <¢(m1), o (z2),..., qb(:z:n)) =: ¢(x1), ¢ (x2),..., d(xy) : +Z : todas las posibles contracciones :

donde la contraccién entre dos campos se define segiin®

ot [¢+ (), ¢~ (y)} para z° > 7°
¢(z) ¢(y) =
[¢+ (y), ¢~ (fv)] para z° < y°

y cuando los campos no son adyacentes [5]

L 01, b2, b, 00 = (|01, 05 | On (i —ta) + [0F, 01 | On (ts —11)) : G2, u -

donde @ = ¢(x) yti = (24)°.

Ejemplo [5, eq. (4.39)]

M 1 1
T{ 1420304} = N{d1620304 + ¢1020304 + 1020304 + P1020304

— — —
+ 1020304 + 1029304 + P1P2P304

[ B — | L
+ $1820304 + Pr1020304 + 120304}

“Las contracciones yo las anoto con colores pues no sé cémo implementar la notacién estidndar en forma sencilla en Latex. Por
ejemplo asi: ¢1¢2 3 Pa P506.

L0S RESUELTOS DE
<—click me!
®ALF 50 Si ves un error, avisale a Alf © 201810270854 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/contacto/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

Problema 1 GUIA 5A - INTERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

Problema 1
item a
El lagrangiano con el término anadido es
Z = 0,50"3 - m*3*~ A3

Para calcular la ecuacién de movimiento (Euler-Lagrange) sigo los pasos de siempre:

07 _ 0(0.50°%)
9(0,¢) 9(0,¢)
0(0a0) pom o = 0(0°9)
——=2 9" Oq ¢ ———==%
90,2) " 27" 5(0,0)
= 20¢

luego

y el otro término de Euler-Lagrange es

0Z m?—  A—
o= 5019
¢ 2 4
por lo tanto la ecuacién de movimiento finalmente es
A _
(0,00 +m?) 3+ 35 =0

Efectivamente es no lineal en §

item b
La condicién es sencillamente que el campo ¢ sea lo suficientemente pequeiio (o pinchudo) tal que
A
(0,0 +m?) ¢ > §¢3

Si ¢ — 0 y/o [0?¢ es muy grande, esto ya se satisface.

Problema 6 (falta lo de campo complejo)

Campo real Las reglas de Feynman para el calculo de los elementos (final| S [inicial) en la teorfa A¢? con ¢ € R son las
que se enuncian en el box 27.

Campo complejo 77

Problema 7
Antes de comenzar a dibujar nétese que se tienen estados iniciales y finales de dos particulas, es decir
linicial) = @, ' G, ' |0)
{ |final) = @T@T |0)

lo cual implica que todos los diagramas seran de la forma

% by
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Problema 7 GUIA 5A - INTERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

Donde dice “ocurre algo” es donde se colocan los diagramas de Feynman. El orden de los diagramas es equivalente al

nimero de vértices que éstos tienen.

Diagramas a orden \" Son diagramas sin vértices, y son los siguientes:

Y, — Qs 'Q1 945 92« JQ&

]

&2 e &Ll _/022 024 QQZ /P(L,

PREGUNTA: El del medio estd bien? No hay conexién entre las particulas iniciales y las finales... ;Qué representa?

Diagramas a orden \' Son los diagramas con un tinico vértice:
L1 lb
intercambios
? ) + .
de k'es
Jes Ly
%y
Q} ey

B cualquier
<>( ) diagrama
-+ de orden 1
ks

+ intercambio )“ - . s“ intercambios

de ks v Ky Ly _ 00 . T dekes

ko by

ke
ky Yy
Diagramas a orden )\? Tienen dos vértices:

Dm 935

intercambio

94'\- {) \QL\ de k3yk4

+ cualquier
OCO diagrama de

orden 0

Item a

Los diagramas desconexos o burbujas son los diagramas que no tienen patas externas. En los diagramas previos no
hay ninguno que sea exclusivamente una burbuja ya que todos los diagramas dibujados tienen cuatro patas externas, dos

particulas iniciales y dos finales.
item b (ni idea, preguntar!)

No tengo idea qué es un “diagrama radiativo”...
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Problema 8 (PREGUINTH) - INTERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

item c (falta item b)

Problema 8 (PREGUNTA)
Solucién sin diagramas de Feynman

Este problema (o algo similar) esta resuelto en la pagina 261 de [6].
Los estados inicial y final son

linicial) = WT@T 0)
final) = ak4 10)

y lo que se quiere encontrar es
P (|inicial) — |final)) = | (final| S |inicial) |2

donde esta amplitud es, a primer orden,

(final| S |inicial) ~ (final|inicial) — i)\/ (final| T (: ¢*:) |inicial) d*x

65 (k1 + ko — kg — ky) — i)\/ (final| T ($*) |inicial) d*z

El término de orden A\ es

/(ﬁnal|T(: $%:) linicial) d*z = /<0| @@T(; (2)% ;) T, Lawy 1 |0) d*a

— ol @ s 0) '

Para continuar la operacién se separa a ¢ (x) = ¢t (z) + ¢~ (z) y utilizando el binomio de Newton esto es

/(ﬁnal| : §4 : |inicial) d*z = /(O\ Uk, Tk, <<3) E4 + <11) EES + <;l) EQEZ +

4\ —3— 4\ —
(3 (§) T m o @
Obsérvese ahora que

O " T ' 0) ~ <Haqi>akl*ak2*|o>

n—1

@, A, Ty I0>+<H ) Op (@, — k1) @, '[0)

i=1

n—1 0 n—1
=< aqi>ak1*ak2*an +<H%>%T6D(qn—kz)|0>+

=1

= Oparan>2

y de igual modo (0| @g; @k, ¢~ " =0 paran > 2. Creo que esto se puede generalizar a

(Hak >|0 =0 paran >m

Entonces

/(ﬁnal|T (: ¢*:) |inicial) d*z = (;) /<O| U, Gk, ¢ "¢+ 7@ Tk, ak2 10y d*

SALF -
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Problema 8 (PREGUINTH) - INTERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

Ahora la cuenta sigue por “fuerza bruta”. Hay que reemplazar

—_— 1 e A7k

ot (@) = ——; / age M ——
( ) (271_)3/2 J 2wk

1 e Ak
Qb_ ) = : /@Tezkz
O G | T

y ponerse a calcular. Esto es

><4
/(ﬁnal|T (: ¢*:) |inicial) d*z = M/ / (0] Oz Tk, ar'az'az az [N ak2 110y e~ lee=i2e
RY R?

i3z idx

d*1 d*2 d°3 d*4
WWWW

donde las variables 1, 2, ... son vectores qq, . ... Ahora hay que empezar a conmutar todos los operadores usando [@, ™ T]

53 (k: — k:’) para obtener términos con deltas de Dirac y usar @ |0) = 0 para anular muchos de los términos restantes. Es

una cuenta de varias carillas que no es mas que conmutar a morir todo contra todo. Se termina llegando a [6, p. 263]
(0| Giy O, G1 ' G2 'G5 G2 G, Gy |0) = (03 (1 —ks) 0} (2 — ka) + 6% (1 — ka) 6% (2 — k3)) ...

.. (63D (3 — kg)ts% (4 — kfl) +(5% (3 — k1)53D (4 — kg))
63 (1 — k3) 6% (2 — kq) 0% (3 — ko) 63 (4 — ky) +

0 (1 —ky) 6 (2 —k3) 0% (83— ko) 0% (4 —Kky) + ...
0% (1 —k3) 0% (2 —ka) 6D (3 —FK1) 6D (4— ko) + ...
+ 6% (1 — ky) 63 (2 — ks) 63 (3 — k1) 63 (4 — ka)
Ahora se pueden realizar todas las integrales en las variables 1,2,... con lo cual se obtiene
- i(k‘2+l€17k‘37k?4)27 i(k2+k17k47k3)z
/(ﬁnal|T(: ¢*:) |inicial) d*z = 0 I / (e + <
2 [(2703/2} 2 Whey Wiy Wi Wy /Wiy Wiy Wiy Wiy
ei(k‘1+k27k37k‘4) 6i(k1+k‘27k47k3)
+ ) d*
Wk Wk WhsWhy  \/Why Why Wk Wiy
_ 24 (27T)4 ei(k1+k27k37k4)iv d4x
3/2 4 (271_)4
(2m) 77| Wk, Wi, Wiy Wiy 4
24 1

= Op (k1 +ky — ks —k
V2T /Wy Wy Wk Wiy o (k1 ? ? 2

Introduciendo esto en la expresién para (final| S |inicial) de antes se tiene finalmente que

(final| S |inicial) ~ (final|inicial) — i\ / (final| T (: ¢*:) |inicial) d*x

2 iA
= Oh (ki +ky—ky—k (1_ )
p btk =k —ha) |1 = o

7:%1

Término de orden \?  Utilizando la expresién més general S = 220:0 n, fw d*zy [pu d*ao ... [pa dra,T (: 5 (x1) -

se obtiene que el término con A2 es

5& = (: i) v Har(y) ¢) diwd'y
]R4]R4
_ . 4 4
- // ) .)dmdy
R4 R4
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Problema 8 (PREGUINTH) - INTERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

por lo tanto los elementos de matriz seran

(final| S@) |inicio) = )\2 // (O g Tty T ( ()*:: o (y)? :) @T@T 0y d*zdy

R4 R4
A continuacién se hace uso del teorema de Wick para desarrollar T (: (x)*:: p(y)?t :) segiin
T (: ()t o(y)? :) = (@) P (y)t: + Z todas las posibles contracciones :

Para encontrar todas las posibles contracciones considérese en forma explicita

(@) *oy)*: = TTTTYYYY
con lo cual
Z:contracciones: = 4'32E:Ejgggg:+4~3yg:@@j@gg:+4ziz:E@Eggg:Jr...
+AlZTTT YYYY Yy Yy ZTTTT 44> 3T YTy TTYY i+
+4!-4-3772 T2 yy : Yy :+otros términos

PREGUNTA: A Grenier (pag. 263) lo anterior le da

T(:4*(11): :64(w2):) = 6% (31)" (ma): (11a)
+ 4% g2y )p(2) :4° (21)9° (22): (11b)

2 ($aden) P (10

2,92 92 i
E%( ("‘"1)915(“’2)) Pl )p(xz):  (11d)

AT (Gendien) (116)

f\

Qué paso con los términos no cruzados como TZ T T :
Desconozco cémo pero parece que el teorema de Wick term

"‘ <2

QQQ Yyyy :2x22:yxT 2T YY: EESas
aaphcandose asi:

2
(final| S@ |inicio) = A2 (=9) //<O| Uk, Gk, T (: o(x)t:: o(y)? :) @T@T 0) d*z dy

LT (00 0w) e W T 0>] d'zd'y

El paso que sigue es imposible, ya fue... Dios quiera que no tomen términos ~ A? en el parcial.

)S RESUELTOS
®ALF 55 Si ves un error, avisale a Alf ® 201810270854 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/contacto/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

Problema 10 GUIA 5A - INTERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

Solucién con diagramas de Feynman

Debido a que .4, ~ ¢* entonces los nodos en los diagramas de Feynman tendran cuatro patas. Diagramas con un tnico
nodo son los siguientes:

mas todas las “rotaciones”. Ahora usamos el argumento ese de “los términos no conexos se cancelan al normalizar” y
entonces tiramos todos salvo el diagrama en cruz. Debido a que el intercambio de particulas (iniciales con iniciales y finales
con finales) no cambia el diagrama, el factor de peso es 1. El diagrama completo es

Para este diagrama las reglas de Feynman (ver box 27) dicen que el término asociado es

(=iA) 0D (ky + ks — ks — ka) Y] : [(27r)4} -
(2 Rz

por lo tanto la matriz de scattering hasta primer orden es

(final| S |final) = (orden 0) + (orden 1) + O (A?)
= (final|inicial) + (diagrama)+ O (A\?)

i
(27‘()2 Wk Wk Wk Wk,

Obsérvese que quedd lo mismo que en el cdlculo sin diagramas a menos de una constante (no sé por qué difiere en esta
constante).

= 6 (k1 + ko — ks —ky) <1

>+O(/\2)

Problema 10

Pueden encontrarse en [6, p. 241].

Problema 11
item b (scattering de Moller) (reglas de Feynman para QED paso a paso)

El scattering de Moller es
e e —e e

por lo tanto los estados inicial y final son

|inicial) = bg, T@T |0)
[final) = @T@T |0)
Debido a que el lagrangiano de interaccién en QED es

Znteraecién QED X @Z@

y es o ? y o A' entonces cada vértice tiene tres patas: dos patas correspondientes al campo de Dirac (electrones y/o
positrones) y una pata correspondiente al campo electromagnético (fotén). En particular los “vértices permitidos” en QED
son los siguientes [6, fig. 8.3]
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Problema 11 GUIA 5A - INTERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

Fig. 8.3. Graphical repre-
sentation of all first-order
\3/ >))V >}( A Y >\LL >\'\,\ contributions to the S op-
/§\ erator (8.91)
(a) (b) (c) (d) (e) () (g) (h)

(a) Spontaneous creation of an electron-positron pair together with a photon,
(b) Emission of a photon by an electron,

(c) Emission of a photon by a positron,

(d) Annihilation of a pair producing a photon,

(e) Creation of a pair by a photon,

(f) Absorption of a photon by an electron,

(g) Absorption of a photon by a positron,

(h) Annihilation of a pair together with a photon.

Obsérvese que todos los nodos deben tener ni més ni menos que:
1. Una pata A (fotén).

2. Una pata v entrante.

3. Una pata v saliente.

Los diagramas de Feynman de QED se construyen utilizando los siguientes objetos [6, fig. 8.2]
Fig. 8.2. Thevarious build- $(H  §(H) 4 =) 4B 4e) iSp(wa—21)  iDp(za—21)

ing blocks of a Feynman
graph in quantum electro-

X2 X2
dynamics. The time axis is
directed upward. { { s
Xy X1
3a 3b 4 5

2a 2b 2c 2d

No es dificil ver que con un tinico nodo es imposible construir el proceso por lo tanto el término ~ ¢! es nulo.
Con dos nodos si existe una forma de implementar el proceso que es la siguiente

por lo tanto el orden més bajo para este proceso es ~ ¢2. Este diagrama tiene una “multiplicidad” o “factor de simetria”
o como se llame de 2 porque existen dos diagramas “iguales pero distintos” que son los siguientes:

3 4 4 3

(la flecha gris en la linea foténica indica la convencién de flujo de momento que adoptaré para los propagadores). Son
iguales en el sentido de que ambos representan el scattering de Moller, y son distintos en el sentido de que uno no se puede
obtener realizando inicamente rotaciones del otro.

Construccién del término asociado al diagrama (a) De acuerdo con las reglas de Feynman para QED para el espacio de
momentos [6, p. 242] (ver box 28) se puede construir la expresién matemadtica asociada a cada uno de los diagramas, paso a
paso para el diagrama (a) esto es asi

1. Asociar a cada pata externa el término correspondiente del siguiente modo
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Problema 11 GUIA 5A - INTERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

Nk3uk3783

4 -
\—) JNk4uk4,S4

Nk1uk1,51f b\]\7132
1 2

donde los N son los factores de normalizacién del box 28.

. “Conectar” cada “pata externa inicial” con cada “pata externa final” usando la expresién para los nodos:
uk3753 L qufy,u Nk4uk}47
Nklukl 81 —igeyy) Nk2 Uks,s2

Nkl Nkauk3,83 (_iQC’Y;A) Uky,s1

Matemaéaticamente esto es

N, N, Uiy s, (_iqef}’u) Uky,so

3. “Enganchar” cada término usando el propagador del campo que los une, en este caso fotén, respetando la convencién
adoptada para el flujo de momento:

—ighv

D" (p ropa, ador) = - 5 .
propag (k17k3)2+i€

lo cual se traduce en

. —igh? .
NklngngNk4uk3,sg (_quf)/ﬂ) Uk ,s1 muk4754 (_ZQe'YV) Uky,s9
1 — R3

4. Imponer conservaciéon global de momento multiplicando por ¢, (k1 + k2 — k3 — k4)

Reemplazando los factores de normalizacién N por la expresién dada en el box 28 finalmente se obtiene que la expresién
asociada al diagrama (a) es

1 m?2 —igh?
A= —q2 Uy, 55V pUky,s1 5 Wky 54 Ylky,s,0p (k1 + ko — k3 — ky
“(2m)° VR Wk WR, Wy (kg — Rg)® T D )

Anélogamente para el diagrama (b) es

. 1 m? —igh?
B g s :

s: s —————5 Uk, 52 VvUky.5,0p (K1 + ko — ks — k
o) T, T (g stk 0p (R e =k = )

s6lo que se multiplica por (—1) por el hecho de que se han intercambiado dos fermiones.
Finalmente la amplitud de probabilidad para el scattering de Moller es la suma de los términos hallados:

(final con ks, s3, k4, s4| S |inicial con kq,s1,ka,s2) = A+ B

SALF
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Problema 11 GUIA 5A - INTERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

item a (scattering de Bhabha) (averiguar si esta bien 4+ duda)

El scattering de Bhabha es

ete” s efe™

Siguiendo todo lo enunciado en el {tem previo (scattering de Moller) los diagramas de segundo orden son
z M M 4 3
1 2 1 2 1 2 ><
Prohibido!

PREGUNTA: El “3” es el electrén final y el “4” el positrén final en (a) y en (bl). Por qué se puede armar el (b2)? O
sea, converti un electrén en un positréon y viceversa... Segin Greiner estd bien, o eso le entendi...

Obsérvese que hay dos diagramas (a) y (b) y que el (b) tiene “dos variantes” producto de que (bl) y (b2) son topolégica-
mente distintos. En el caso de (a) no hay ninguna variante posible. Obsérvese ademés que existe un diagrama “prohibido” (en
verdad hay més de uno) por el hecho de que no se forma con ninguno de los “bloques fundamentales de QED” presentados
en [6, fig. 8.2] (unos pérrafos més arriba copié la imagen).

Utilizando las reglas de Feynman los términos asociados son
I —igh” I
A= NP3UP3,83 (_lq€7u) NP4UP4,S4 72]\[1711}172752 (_quryl/) NP1UP1751

(p1 + p2)

—ighv
(p1 = p3)

—ighv

b1 —Ps)

Bi = Np,Up,,s; (—igevp) Np,Upy,ss 7 Np,Ups,ss (—igev) Np up, s,

5 Np, Up, s, (—igevv) Np, up, s,

By = Np,Up, 55 (—1qeVp) Np, Ups.s (
La amplitud de probabilidad es la suma de los tres términos.

Item e (scattering de Compton)

El scattering de Compton es
e y—re vy

y los tnicos diagramas posibles son

y los términos asociados a cada uno de los diagramas de acuerdo con las reglas de Feynman son

Diagrama (a) — Npgup3753 (72‘(16%’) Ng, (524,A4) Nk, (5k2,>\2) K (*iqe%t) Nplupl,sl

y )
pr+ ks —m
. ) { N v

Dlagrama (b) — Npgup37s3 (77'(167“) Nkz (5k27>\2) Nm]\nﬂ (€k47)\4) (71(]6711) Nplup1,31

(los factores N son los del box 28). La amplitud de probabilidad para el proceso es la suma de los dos términos.
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Reglas de Feynma&@tUtdniAhalNATHERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

Item c (aniquilacién de pares)
Los diagramas para la aniquilaciéon de pares son los siguientes

3 4 4 3

1 2 1 2 Kinematically
forbidden!

El proceso prohibido es por conservacion del cuadrimomento: en el sistema centro de masa el fotén deberia ser puramente
temporal lo cual es imposible ya que k*k, = 0 (i.e. son nulos los fotones).

item d (creacién de pares)

Es igual al (c) pero invirtiendo la direccién del tiempo.

Reglas de Feynman: como hallarlas
Sea una teoria con N campos C; tales que los operadores asociados a cada campo son Q (por ejemplo en QED N = 3
y los campos son C; = @, Cy = @ y C3 = Al). Sea el lagrangiano de dicha teorfa de la siguiente forma:

M

N
gde la teoria = § gcampo C; libre + E ﬁnteraccic’)n i-ésima
i=1 i=1

Entonces las reglas de Feynman dicen que

= A cada campo C; presente en la teoria se le asocia un tipo de linea. Por ejemplo en QED se suelen asociar las cosas de
la siguiente forma:

Ejemplo para QED
Campo Particula Linea

Ar Foton AN

Electrén —

-]

Positréon —

|

s Cada término -2 campo ¢; libre dard origen a un propagador. En QED los propagadores que surgen son el del campo

electromagnético (Dp (k))** = ig;y y el de Dirac Sap (p) = }ﬁ

= Cada término Zpteraccion i-ésima da origen a un vértice, es decir que habran M vértices distintos. Un término de
interaccion siempre es una productoria de los diversos campos de la teoria, sus derivadas, y ademéas otros factores
constantes. Es decir que podemos escribir

N

— ) ——\ bc,.i

%nteraccién i-ésima — CZ H (gacg,z) (V@) oo
=1

donde (; € C es alguna constante, ac,; € Ny dice cudntas veces aparece el campo C; en la interaccién i-ésima y
be,i € Ny dice cuantas veces aparece el gradiente de Cy, si es que aparece. Por ejemplo en QED sélo hay una tnica
interaccién y se tiene que ¢ = —ge¥*, ay =1, ap = 1, aan =1y b= 0 para todos los campos. Teniendo en cuenta que
los lagrangianos de interaccién son de esta forma entonces el vértice i-ésimo de la teoria se construye de acuerdo a las
siguientes reglas:
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Reglas de Feynma&@tUtdniAhalNATHERACCIONES Y CALCULO PERTURBATIVO DE AMPLITUDES DE SCATTERING

« El factor asociado al vértice es i¢; (no serfa (27)"i(;?).

o El vértice tendrd ac,,; + bc,,; patas con el tipo de linea asociado al campo C,.

o A be,; de las patas anteriores se les asocia el cuadrimomento del campo Cy (en esta materia los b son siempre
nulos, salvo en el Ultimo problema de la guia 5A, asi que no hay que preocuparse mucho de esto. El ayudante me
dijo que no lo vefamos en profundidad en esta materia este tema asi que no es de gran importancia.)

Construccién de diagramas de Feynman para dummies

Los diagramas de Feynman se pueden pensar como un juego de LEGO si se aplican las siguientes reglas:

1. A cada tipo de particula/campo asignarle un simbolo para encastrar con otro simbolo segin:

a) Si la particula es igual a la antiparticula (e.g. Maxwell) el simbolo debe ser tal que encastre en si mismo.

b) Si la particula y la antiparticula son distintas entonces el simbolo de la particula debe encastrar en el de la
antiparticula.

¢) A las lineas de asociadas a cada campo colocarles el simbolo de la antiparticula.

d) Encastrar las cosas y divertirse como si se tratara de un LEGO.

Ejemplo QED para dummies Se asocian los siguientes simbolitos:

Vértice

Particulas

A o
P

de modo tal que para construir todos los diagramas posibles para el proceso de scattering de Bahbah eTe™ — eTe™ se
sigue el siguiente procedimiento:

1. Se elige a qué orden se desea representar el proceso. Voy a elegir a segundo orden con lo cual tengo que usar dos vértices.

2. Se dibujan las particulas iniciales, las finales, y los vértices a usar:

4
3 A

—u
NE

3. Como si se tratase de un juego de LEGO, se encastran todas las cosas de todas las formas posibles. En este caso “todas
las formas posibles de encastrar las figuritas” son las siguientes dos:
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4 4
| | 4 4 3
3

A " No encastd}
= U\
1 2

O ] | L]

2 1 2
| | \
1 2 1 2 NO enguagt(a-
/@N“ \\m

Como se puede ver se han obtenido cuatro diagramas en total, de los cuales dos son “iguales” y lo mismo para los otros
dos. La expresién matematica, como indiqué en la imagen, es la misma. Sin embargo se debe multiplicar por 2 para tener en
cuenta esta “multiplicidad” producto del intercambio de vértices.

Ejemplo QED para dummies 2 Considérese el proceso eTe™ — 7. Para este proceso los elementos con los que hay que
jugar a los LEGO son los siguientes:

3 A

L
2

[l |

Ahora hay que “jugar a los LEGO” y armar todos los diagramas que se puedan. Si no me equivoco éstos son los siguientes
cuatro:

3 4 4 3
] 1w |

2 1 2

3 4 4 3
] |md] [

2 1 2

Obsérvese que los diagramas (a) y (c¢) son iguales topolégicamente y los diagramas (b) y (d) también. Esto hace van a
tener la misma expresién (el (a) y el (¢) y por otro lado el (b) y el (d)) pero va a haber que multiplicar por dos por la
“multiplicidad de intercambio de vértices”.

Problema 12 (Averiguar si esta bien)

Esto es lo que en la jerga de los fisicos se conoce como scalar electrodynamics. Asumiré que el campo ¢ es complejo.
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D,

|-

TDu@ — (a —ig. A )¢T(au ; E)

Il
(S5)
<
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<
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)
h>
7;
—~
-S|
o
=
(ASY
+
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—
o
=
-S|
[
[
o N
A
3
b
x
[
—+
[

donde el ultimo paso se puede hacer porque todos los campos conmutan con todos pues son tres campos independientes: 1)
2) ¢ y3) ?T. El lagrangiano completo es, entonces,

2

o PV : —
- = - AR (30,67 +

N

= 0,109 —m* '

(hSY
\%\
\&\

w8) — A AL STS

Como se puede ver se encontraron dos términos de interaccién que son

Linteraccion 1 = iqe E (éau éT + % Ta,u %)
Linteraccién 2 = qz 5 E %T é

con lo cual habrdn dos tipos de “diagramas fundamentales” para esta teoria que son los siguientes: [7, fig. 8.3]

I ° v

k ki Kz
Fig. 8.3. The two vertices of
the coupling between photon

N PN and spin-0 boson
ol \\ 7 ol ‘\
i 2 Py
» 7P @ PN g [O)

Las lineas punteadas con flechas “hacia el futuro” representan bosones escalares y las lineas punteadas “hacia el pasado”
son las antiparticulas.

En base a lo que aprendi hoy en la clase de consultas los factores de multiplicacién de cada uno de los vértices son

| DU
g

- -
/’ \\\ ,/, ~..
- ~ - ~

Interaccion 1 Interaccioén 2

Para hallar los factores que acompafian a cada una de las patas (externas) se consideran las soluciones de la teorfa libre

1 R
_ i — —tkz b t ikax
¢ (x) (2W)5/2¥(%6 t o€ )\/m
1 ; — 3k
| — 1t ikx b —ikx
¢ (x) (2W)3/2Z(ak e + Oge )\/m

R
o 3 . . A3k
A= oy / ) <(€k,x)“ak,x eflkar(fk,A)“ak,ATem) Nom
m
R3 -
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de donde se obtiene que

¢+ (IL’) — /N,E:¢)@€7’ka d3k
:/N’(f)ETeikastk

TY) .
T:/Nk(:(z))bike—zkwdiik

T@' = [Nl iy

3
(At) K (z) = /N,iA) Z 75N (ek.n) re=ike g3
A=0

3
(A)r(2) = / NS aa (er ) Mette dPk
A=0
siendo
1

T
N@ — N N© N —

(27)° 2wy, (27)° 2wy,

Ahora el “truco” es que los factores que se asignan a cada linea son “las cosas que acompanan al correspondiente operador”.
Por ejemplo considérese lo siguiente:

P

1

IR
o~ o
Aniquilaciéon de bosén Aniquilacién de anti-bosén

La pata externa de la izquierda se lee “viene un bosén y al llegar al vértice éste es aniquilado, pobrecito”. Entonces esta
linea se corresponde con la aniquilacién de un bosén con lo cual representa a ¢+ (z) y el factor multiplicativo es “todo lo

—ikx

que acompaia a Gk € dentro de la integral, es decir N,(f). Para la pata de la derecha la lectura es “viene un anti-bosén

:
y se aniquila, que lastima!” con lo cual esta pata representa al factor multiplicativo N,S¢ )
Este procedimiento se repite con todas las patas de la misma manera. Por ejemplo:

Creacién de bosén /\/ \f\ Creacion de anti-boson
o. _0

N

~.

~ Estoimplica la
aniquilacion de un foton

En este caso la aniquilacién de un fotén implica el factor multiplicativo N,(CA) (ex,) ™, la creacién del bosén es N,(f) y la
(¢7)

creacion del anti-bosén es IV~ 7.

En cuanto a los propagadores, éstos son los que ya conocemos de las guias previas para el campo de Klein-Gordon
complejo y para el campo de Maxwell.

Proceso de ejemplo Considérese el proceso v+ v — ¢f + ¢. El diagrama de Feynman es

3 2
1 2

y el factor asociado
. !
2 (=ig2) NG (k30 N (2k 0s) uNl(ef)ng4 ) @) 0 (k + ks — ks — k)

donde el 2 del principio tiene que ver con el factor de simetria del diagrama (las lineas fotdnicas se pueden intercambiar) y
4 L
el (2m)" dp (k1 + k2 — ks — k4) es la conservacién del momento.
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PARCIAL DEL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2015

Parte 1l
Parciales

Parcial del primer cuatrimestre de 2015

Problema 1 (probablemente esté todo mal)
ftem a

Los generadores del grupo de Lorentz se pueden escribir, segiin consigna, como
T =1(x,0, —x,0,) + (EI) vp

donde entiendo que i (2,0, — x,0,) es la parte orbital (;que genera las rotaciones?) y (£!) ., la parte intrinseca (;que genera
los boost?). El vector de Pauli-Lubanski es entonces

WP'

1 vpo

iaﬂpEprg

= L (1,0, — 1,0,) Py + 207 (81),,P
= i (2,0, — x,0,) [,—1—55 ( )l,p .

Ahora tsese la definicién del simbolo de Levi-Civita

1 para permutaciones pares de (0,1,2,3)
ghP? = ¢ —1 para permutaciones impares de (0,1,2,3)
0 si dos indices son iguales

Como se puede ver ¢ es antisimétrico en cualesquiera pares de indices y la parte orbital (EO) vp =1 (2,0, — x,0,) también.
Entonces

chvpo (EO) vo = _ghovo (EO) o — ghvpo (EO) vp = 0
con lo cual 1
WH = 5(:4“470’ (21) L/pPa
item b

En el caso de espinores de Dirac se tiene que

con lo cual las componentes espaciales de W serdan

% i wpo
w :ZE r [’Yuv'}/p]Pcr

Si el sistema estd en reposo entonces la tUnica traslacién que sufre es temporal (?) con lo cual

. i
W' = ZEZ P [y,,7,] Po
= € 7% [z, vk] Po

= ZEUk (—2§jk]l — 2’yk’yj) P()
_ 3 ijk CTkO'j 0

- 28 [ 0 0%0; B
Problema 2

)5 RESUELTO
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Problema 2 PARCIAL DEL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2015

Item a

Debido a que la transformacion ¢ — e'*¢ tiene un tnico parametro que es o € R entonces existira una tnica corriente

de Noether asociada a esta transformacién. La corriente de Noether J# satisfara

0L
JILO[ = Z mé¢z — F#

Vcampos ¢;
0L =0,F"
Por otro lado, el lagrangiano para el campo escalar complejo es
L = 0,6"0"0 — m*6" o
por lo tanto
¢ = (1+ia)¢

¢ = (1~ i0) &°
0Z =0

0L 0L
JH = )
“ = 50,0t 80,6

= Mo iap — O diagp® + F*

0p* + F*

Debido a que 0.Z = 0 entonces F'* = 0. Entonces la corriente de Noether es
T = (0"t — 60"
Para ver que J" se conserva, i.e.
o*J,=0

basta con hacer la cuentita:

—i0"J, = 0.49"0" + ¢0,0" " — 0,6"0"P — ¢*0,0"

— ¢m2¢* o ¢*m2¢

= 0V
Entonces se encontré que
Iy = 0'J;
0J°
>~ - v.-J
ot

siendo J las componentes espaciales de J*. Integrando en todo el espacio y usando teorema de Gauss se encuentra que

0
aidB /V J
%/Jod% = #J~ds
OR3

con lo cual la integral [ J°d®z = @ se conserva, es decir que

Q=i / (66" — ¢°9) da

es la carga conservada.
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Problema 2

PARCIAL DEL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2015

item b

El campo escalar complejo se cuantiza segun

R3

¢($)T:/Nli¢) (@Teikm+gefikx) d3k

donde los operadores de creacion y destruccién satisfacen

{ [k, @ '] = [be, b 1] = 03 (k— k)

Cualquier otra da cero

El operador de carga se convierte en

<
[
el

S

8- 31%)

_/dSk/ d3q NIE:¢) (@Tezkz_’_ Ee—ikx) Négb)zwq (_@e—iqm_i_ @Teiqz

_ _/ P U d3k/ g NSO N, (@@Tei(q—k)x — g bge i | Byt

/ dSJC |:/ dSk/ dSq NIE:¢) (@efik:v + Efelk‘r) ngd))iwq (@Teiqz — E@iiqx) +...

)

@Tei(ﬂq)x + ...

feilktaz L

[P ET@ei(qu)m _/d3k/d3(}ZV,E=¢)N¢§¢)wq (_@Tgei(qu)z_k @TE

_ E e~ ik+a)T 4 bk: b Teila— k)r)]

= —(2n)° { / 3k / d*q N NP w, (@ g €' “amnI5) (g — k) — T bge @ TRGE (k+ q) +

ot bp g e kTS (k4 q) — Dy T bg €'Y, (K — q) /d3k/d3qzv,§¢>Ng¢>wq
)

( ak CL ez(wk_w‘l)t53 (k: q)+ aka T z(wk+wq)t63 (k+q +.
e — EZ e~ wrtwq) t(53 (k+ q) + bk b f l(wq*wk)t(gs (g — k) )}
T

= —(n)’° U T (Nzi¢)) wi (@ @& ' — @ b e + by ' ax

2zwkt b

=]

2 _ 4 _
_/d3k (Nl(f)) wi (— k@ + @ bk TP — by a62w'“t+bkbkf)]

2 N L
= —/d3k (M) won (am @i + @'~ e b’ — B i)

Como esto diverge ahora se pide que haya orden normal con lo cual

Qque no diverge

12

b ) + ...

2 _ .,
= e’ [ @ (V) s o - B

2 L
—2(27r)3/d3k (M) o (i am — B ')

- aww - ) v

En algtin lugar me comi un signo negativo pues me quedé al revés, pero bueno... Detalles.
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El primero de los conmutadores que pide la consigna es

[ab,c] = a[b,c] + [a,c]b
y si ahora se expande usando ¢ . ; — 3 ,, Se obtiene
(@, @ '] = [, b '] = 01 (k= K)

Q3] = [ @ [ @q NP (-5 k- @ age - Blo (k- )
— /dSk N(Q) (a— —ikx + ETeiqz)
- -3
Para el otro conmutador no haré la cuenta, es similar, y me imagino que da
(@ ¢']=d'
Entonces se tiene que
[Q @ §
(@ 67] = o7

Para interpretar esto calculo el valor medio de la carga en un estado é |0), esto es
)

(@) = ( 0)
= —([Q.¢"Q[Q.4]0)

1
=] \@\

< 1l

[

-~

No sé cémo usar esos conmutadores...

Iltem c

Debido a que la ecuacién de movimiento de un operador es

iao
— =-1[Q, 7]
y debido a que Q se conserva, yo esperaria que
[Q, 2] =0

La cuenta se la dejo a otro.

Problema 3
ftem a

En base al lagrangiano de la consigna habran dos nodos para esta teoria:

Dirac Muones
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Utilizando estos dos vértices se deben armar los diagramas de Feynman de la teoria. Para el proceso
e +pu —e +pu

el tnico diagrama (a orden més bajo no trivial) es

y el término asociado, segin reglas de Feynman,

. L _ZT] v .
M = ufP, (—igey) ullr) ——r () (g y¥) ulz),
(pl - p3)

item b

La seccion eficaz satisface

(final| (S — I) |inicial) = (271')4 0p (p1 + P2 — Phinal) M i (H Ni>

i=1

2 6 na.
do — ( 7T) (p1 + P2 — Dhinal) M| <H N2 d3p1>
4 (p1p2) —m%m%

Para calcular el | M |2 se procede del siguiente modo

2 . —in .
M = (@f}%( igeny™) uln) - ;”>2uéf?24< quv”)uz(jf?s)z)-
1 — /3

. T
. —1n .
. (u,(fflg)d (—igey™) ul(ffls)l ﬁ“ﬁji (—igen”) uéf%)
1—P3
i i

(pl —p3)2 (pl —ps)

n

= q s (WY 1,03y us) (T urn pe Ty’ us)

atat

= [ (p1,p2,p3, pa) Wy wr Tz pugul (v7) watul () w5t

i i
= (1 P2, ) Ty w T wln® 1790 (ufr?) ulvo w0 (whh?)

e P -
= f(p1,p2, 3, pa) Wy urtiayuatizy"v° (7°) wamrvivo (7°) us

= f(p1,p2,P3, Pa) W3V U1 ULy ULy U2TUR Y Uy

Ahora se hace el truco de las trazas

| M| = f (p1, P2, P3, pa) tr (usTay urry,) tr (uagy, uszy”)
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Ahora como no estamos interesados en la polarizacién decimos que “promediamos los espines iniciales y sumamos los finales”
con lo cual

2 2 2
4
| M |2 = M Z Z Z (ustzy" ur iy, ) tr (ualiayugtizy”)

- (S (oo () (5]

_ f(pl,pz,ps,m (}/4-77% A+ my )tr(%+m” B+ me V)

2me 2m,, 2m,, T 2me

_ (p1,PZ,P3,p4) prege [tr (57" ki v0) + myutr (B57"y,) + metr (v*E17,) +

6

+mMWW7uW@%Lvﬂmm%MMHWMWW@ﬂ+
 myumetr (7,7")]

Ahora viene la “diracologia” con las trazas de las 7. Primero

tr(7"y) =t (79°)
An,,
= 46",
Por otro lado
tr (k7" 7,) tr (ki) 7y 70)
= (ki)pnwftr (YP9H7)
=0

y por dltimo, usando tr (Y*y¥vP~7) = 4 (nHYnP? — ntPn¥e + nHon¥P), se desarrolla

tr (V" By) = (ki) p (K5) onuatr (¥97%779)
= Aki) p (kj) omox (0707 = 07 + ")
4R p (k) (P07, — P70, 4 7,

A((ka) " (k) = (ki) 7 (Bj) 06" + (Ri) v (k) *)

Entonces

M= LR Ly (), — (k) (k1) 0%+ (hs) s (2) )+ A, 62,

4 dmemy,

' [4 ((k4) © (kQ) Y- (k4) 7 (k2) Uayu + (k4) v (k2) u) =+ 4mumeayu]
_ [(prp2psipa) [(kska) (kyka) — (kaks) (ksky) + (kska) (kiks) + myme (ksky) +

MMy,

— (/Cgkl) k 3KR1 (k4]€2) — (k}gkl) (/C4k‘2) —4 (k‘gkl) my,mMme —+ ...
s+ k3/€2) (k1k4) - (kgkl) (k4]€2) + (/{J3k4) (k1k2) + mume (kigk’l) +

- memy, (kaks) — dmemy, (kaks) +memy, (kaks) + 4 (mem,,)”

= J (prop2:p3:Ps) (2 (k3ks) (kik2) — 2 (Kako) (k3k1) + 2 (kska) (k1ka) +

MMy,
- — 2mume (ksky) — 2mume (kaks) + 4 (mem#)ﬂ

; f(p17p27p37p4) [2(
metny,

kiko) (ksks) + 2 (k1ky) (koks) — 2m (k1ks) — 2m? (koks) + 4m m#]

Este ultimo paso me lo pasé un compaiiero alegando que estd bien. Es mas simétrico que el que me habia quedado a mi asi
que le creo, para el item c. Entonces

g 1
(p1 — p3)4 MeMy,

La seccién eficaz es entonces ASKODNSAPNDSOAKP

IM|* =

[2 (klk‘g) (k3k4) + 2 (k1k4) (k‘gk‘g) — 2m (k‘1k}3) — 2m (k2k4) +4m mu]
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Parcial del primer cuatrimestre de 2016

Problema 1
ftem a
Sea
w'(y) = Sw(Az)

el espinor boosteado, con S = exp (5 [yu, Vo] w"”) la matriz que aplica la transformaciéon de Lorentz en el espacio de los
espinores. Entonces lo que hay que mostrar es que

1
hw' = §w'
Para un boost en 2 se tiene que (ver box 21)
0 0 0 ¢
w_ |0 0 00
10 0 00
-£ 0 0 0
con ¢ € R con lo cual
il = €([v0,7s] — [, 70])
= 2§ [70773]
= —4&y370
= 48073

Entonces la matriz de transformacion de espinores es

1
S = exp (2570’73)

= 1lcosh g + vo7v3 sinh g

cosh % 0 sinh % 0
_ 0 cosh % 0 —sinh %
sinh % 0 cosh g 0
: 3 3
0 —sinh 3 0 cosh 3
El espinor transformado es entonces
/ _ k'y
w' (y) = Suge
= Sug 'Ky
cosh %
_ 1 0 eik'y
2 | sinh %
0

La aplicacién del operador de helicidad implica conocer el k¥, es decir

h' = Zw' - ;
| &'

con
K = Ak kM = mét
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La transformacion A de Lorentz estd dada por

1
A= ei""’/wzw/

siendo w el mismo de antes y X los generadores dados por

01 00 0 0 1
oo |1 0 0 O o2 |0 0 O
= 0 0 0 O = 1 0 0
0000 0 0 0
[0 0 0 0 0 0
23 __ 0 0 0 0 13 0 0
= 00 0 1 = 0 0
00 -1 0 0 -1

(0jo que estos £ NO son los ¥ de h = 2 - &

wuyzuu — 6 (203 _ 230)
= %%
0 0 01
0 0 0 O
= % 0 0 0 O
1 0 00
y entonces
A = exp (5203)
oo
£F o3k
= D> 59
k=0
03 ¢ g
= 14%% Y Y
k impar k par
= 1+X%sinh&+ ¢ (—14 cosh¢)
coshé 0 0 sinh¢
0 1 0 0
o 0 0 1 0 v
sinhé 0 0 coshé
El vector de onda transformado es entonces
coshé 0 0 sinhé| |m
- 0 1 0 0 0
o 0 0 1 0 0
sinhé 0 0 coshé| [0
cosh &
o 0
sinh &

SALF
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OO OO

OO OO

000 1

03 |00 0 0

> 000 0

1 0 0 0

0 [0 0 0 0
1 L 00 10
ol ¥ T lo -1 0 0
0 0 0 0 0

i ‘). Para un boost en z vale que
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Finalmente la aplicacién del operador de helicidad es

hw'

por lo tanto hw' = w'v.

item b

Un boost en x tiene

v

con lo cual

y entonces la matriz de transformacion de espinores es

con lo cual

SALF

k/
= 2‘7,11)/
&
= ng
cosh &
_ 17073 0 ik'y
T2 9 sinh £
0
1 [cosh &
_ 1 -1 0 ik'y
- 1 sinh £
=111 0
cosh &
Nt 0 iy
~ 2| 2 |sinh&
0
0 ¢ 0 0
—-£ 0 0 0
0 0 0 O
0 0 0 0
i v
= 5[’7#771/]“’
= i€ [y0,71]
= —2ity'y°
= 2i&y%y!
= exp (67°7)
oo
& k
_ Zi'(,}/oyl)
k=0
_ & o &
= ]lzy—k'yv Z Wl
k par k impar
= 1lcoshé+~%y!sinhé
cosh & 0 0 sinh £
_ 0 cosh¢ sinh¢& 0
o 0 sinh¢  cosh& 0
sinh & 0 0 cosh &
Sw
cosh &
1 0 iy
2] 0 |€
sinh &

73
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!z 4
En cuanto a k' éste se transforma segin

K = Ak
coshé siné 0 0 |m
. sinhé cosh¢ 0 Of [0
a 0 0 1 0] ]0
0 0 0 1] 10
cosh ¢
B sinh &
0
0
Finalmente
!/ k !/
hw' = E-mw
= le/
1 ,
= 5’75707110
[0 1 0 0 cosh &
_ 1 0 0 of1 0 —ikly
210 0 0 1|2 0
00 1 0 sinh &
[0
1 [cosh ik
-1 sinhé e
| O

por lo tanto no es autoestado, en consecuencia no estd definida la helicidad.

Item c

El espinor del item (a) es

cosh &
]. 0 !
r_ = ik'y
Y= 5 |sinhe| ©
0

y éste es autoestado de la quiralidad si es autoestado de v°. Esto es

sinh &
5 1 ety 0
TwEy cosh ¢
0

Como se puede ver w’ no es un autoestado de v°. Sin embargo al tomar el limite ultra relativista se obtiene

sinh &
y s . i eik'y 0
Ko T SJI:I?OO 2 |cosh¢
0
1 1
ol .. ol ..
5 ¢ ik'y € ik'y
A elle
0 0

y entonces ahora, si el estado w’ es autoestado de +°.

item d (no me terminé de dar)

Los autovalores y autovectores de 7° son
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Autovalor Autovector
1 0 -1 0]

-1
0 -1 0 1]
0 1 0 1]

1
1 0 1 0

Sea u un autoestado de ¥° (i.e. uno de los cuatro autovectores previos). Considérese ademés un boost en la direccién z,
y 0 z, la matriz que transforma el espinor es

S; = exp (&™)
= Tcoshé+~% sinh¢

Tcosh& + []1 —1[] [_0. 01} sinh &

1 coshé + [0 i

g; 0

] sinh &
siendo i € {1,2,3} que indica la direccién z,y, z del boost. Entonces el espinor transformado es

v o= Su
_ |Lcosh&¢ o;sinh§
" |o;sinhé  Tcoshé

Al aplicarle el operador de quiralidad ~° a este espinor transformado obtenemos

5.1 0 1| [Lcoshé o;sinhé
ve = 1 0| |oysinhé T coshé v

_ |oisinh& T cosh¢ Y
" |lcoshé o;sinhé

Ahora habria que verificar que Vi € {z,y, 2} los autovectores y autovalores de esta matriz son los mismos que los de +° para
cualquier valor de £ € R. Voy a considerar un caso puntual que es i = x:

0 sinh& coshé 0
5 +_ |sinh¢ 0 0 cosh &
T = lsinh £ 0 0 sinh £
0 cosh{ sinh¢& 0

Bueno, no me da... Ya fue, estoy cansado.

Problema 2
item a (Noether bien paso a paso v')
El lagrangiano asociado a un campo escalar clésico, neutral y masivo ¢ (z) es
2

1 m
== B — —— h2
< 28H¢8¢ 2¢>

y frente a una transformacién de simetria la carga conservada es @ = ng JO d%x siendo J* las componentes de la corriente
de Noether que esta dada por

0L

JH = op — FH
500,07

O, F = 6.

En vistas de esto lo que hay que hacer es

1. Explicitar la rotacién z# — y*.
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2. Calcular d¢p y 0.Z.
3. Hallar la F*.
4. Calcular la carga conservada.

Una rotacién espacial se parametriza mediante tres parametros reales: e.g. los &ngulos de Euler. Una rotacién espacial es una
transformacién de la forma
ot =yt = AP Y

1 0
-
wo=lo g

con R € SO (3). Las matrices R se pueden expresar en términos de los generadores segiin

donde

R = egeneradores

siendo los generadores€ R3*3 matrices antisimétricas (ver box 4). Es decir que una rotacién arbitraria se puede parametrizar
segtn (ver box 11)

0 0 O 0 01 0 -1 0
R = exp|6;(0 0 =1|+62|0 0 0| +63(1 0 O
01 0 -1 0 0 0 0 O

con 0; € R tres pardmetros.
Considerando el hecho de que las rotaciones son un subgrupo de [,1 voy a usar una notacién que aparentemente esta mas
difundida entre la bibliografia que es la de los w*, (detallada en box 11). En esta notacién se tiene que

0 & & &
& 0 —f3 —0,
& 03 0 -0,
£ 02 0y 0

A=¢e" con w, =

donde &; € R parametrizan boosts y 6; € R, como ya se dijo, las rotaciones. Eligiendo &; = 0 se obtienen las rotaciones.
El cambio que la transformacién de Lorentz induce en el campo es (cuenta paso a paso sin saltear nada @)

¢ (x)=0(y) = ¢(A2)

= ()
[0 () + [MJw

Oowk,

= o[t |

= ¢+aa¢)

o
wh,
IJ/ J
Owhy, |, _o

B WY O A
— 4o, | ) )J Wy
w=0

Owh,,
'a (ew) frA

A
Dok J Wy,
v w=0

— de AN SN’
- ¢+aa¢<’78wﬂqu_o) AT Wy

w ow oA
= ¢+aa¢<’76 8&1””sz0> AT w'ul/

= ¢+80¢ ’7(60.))0— aprJ :E)\w,uy
w=0

P Owh,,

= ¢+60¢

= G+ 05067107 ,6" xa Wt

¢ + auﬁbwuu‘fu
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por lo que

0¢ = 0wt x”

Sorprendentemente este resultado estd bien, ver la referencia [4, eq. (1.51)] (Tong lo hace en tres renglones, ja).
En cuanto al cdlculo de 6., una transformacién de coordenadas z* — y* induce un cambio en ¢ — ¢’ y en 9,6 — (9,0)’
tal que el lagrangiano cambia segiin

L' (¢, 0u0,) = ZL(¢,(0,0) )
=0 para £ = 50,00"$ — mTZOQ

0% 0% 0
~ L(¢,0u0,7) + %(M‘f’ m‘s(‘%@ _,_/%:;xu

En consecuencia sélo falta encontrar el 6 (9,¢). Para ello considero, primero, lo siguiente:
Ty
¢ (x) = ¢ (2) = (y)

o] =[]

es decir que

[0ue)'], = PgC(E)Jc—y(ac) N Pgﬁ(’f)Jq Ax N ch(f)Jc—ewx
¢

_ Hag <<f) L_MJ

€
Il

9 9¢ (€) 9 (evx)? a
Out + ’Va(ewx)a { I JC—eW dwo g J :Ow B

age:f;” =...= 5‘7p(5”a(55)\x)‘ = 67,27, Hay que calcular el otro término:

De la cuenta para d¢ se sabe que

a(efm v ch(f )Jc_ew - [a? agc(f )Jc_ew

[ ¢ (Q) J
aCHICT |y

y entonces

! 82¢ (C)J o B «
) =9 e
IV( M()b) Jz M¢+ ’7’78411184-0 (=e¥x ) w:Ow ’

26 (0) )
= Owot {acuacan_fﬁw o

= 0,0+ 0,0,0u° gz’
de donde se concluye que
§(0,0) = 0,0,0w gz’
= 8# (5(;5)

o bien, recordando que d¢ = 9, pw*, x",

0 (9p¢) = 0, (39)

En base a lo que consulté, este resultado ¢ (9,¢) = 0, (6¢) vale siempre para las transformaciones que vemos en el curso.
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Usando estos resultados para d¢ y 0 (0,¢) se puede calcular

0L 0L
¢ = —§
°t 50.0)

9 5 (0u0)

= —m2¢ (60) + "¢ D, (0¢)
= (0700, — m*) Dy cart
= (0, (8,0)0"¢ — m*$pd,d) w ¢t

= (80 ;4¢ ¢_ 780(25 )w gl‘

1 m?
- 9, (28,@8% - 2¢2> W7

Segtin [4, eq. (1.53)] lo anterior debi6 quedar as:
0L =0,2 whyx”
Obsérvese ahora lo siguiente:

0, (L whya”) = 0,2 w'ye” + 2 w',0,x”
= 0,2 W'’ + 2 w8,
= 0,ZL W’ + 2w,

y como w es antisimétrico entonces w*, = 0 por lo tanto
5.8 =0, (L wa")

Alta magia el truco previo.
Volviendo a la corriente de Noether se tiene que

0L
= 0, (L w'ya)

0, F"

por lo tanto F* = % wt,a¥ y entonces la corriente de Noether es

0«
JH = ————=dp— F*
9 (0,9)
= 02 Dapw® gz’ — Lwk. x7

9 (9u9)
0L
S (- S T AT
v 5(6(6,@) i >
= WwYTH,a”

Recordemos ahora dos cosas:

0 & & &

& 0 —b3 —6

& 05 0 —6;| 7
& O 01 0

1. La forma de w =

2. w son seis parametros infinitesimales, pero el teorema de Noether se aplica individualmente para cada uno de ellos.

Entonces como estamos interesados en las rotaciones consideramos &; = 0 y tenemos tres corrientes distintas para tres w
distintos:

00 0 0 0 0 00 0 0 0 0
g (000 0 0 g, |00 01 g |00 L0
=00 0 0 1 277200 0 0 0 37700 -1 0 0

00 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
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Es decir que tenemos las corrientes
(J)* = (w)“gT aa” coni € {1,2,3}
Por teorema de Noether cada una de estas corrientes satisface
8# (Ji) F=0

por lo tanto

]RS
es una cantidad conservada. Esto es
L; = / (wy) QBTOQIB d3x
RL’)
0%
= / (wi) “p <Waa¢ - 50@95”) 2’ d*x
RL’)

/ (wi)%p (Haa(b — 50a$) 2P dPr
R3

Obsérvese ahora que, dada la peculiar expresién de w;, se tiene que (w;)® 550(1 = 0 por lo que se puede tirar el segundo
término y

Liz/ (wi)aﬂamxﬁnd%

RS
Obsérvese ahora que (w;) *g se puede escribir en términos del simbolo de Levi-Civita en cuatro dimensiones. En particular
1 si (u,v,p,0) es una permutaciéon par de (0,1,2,3)
se tiene que €,,p0 = ¢ — 1 si (p,v,p,0) es una permutaciéon impar de (0, 1,2,3) por lo tanto, en forma explicita se tiene
0 en otro caso
que
0 00O 00 0 O 0 00 O 0 0 0 O
0 00O 00 0 O 0 00 -1 0 0 1 0
f00w =g 0 0 0 ol =g 0 0 1 2 =g 0 0 0 FBKC= g —1 0 0
0 00O 0 0 -1 0 01 0 O 0 0 0 O

que son exactamente (a menos de algin signo) los generadores de la rotacién. Es decir que

(wi)"y = bicoipwn”p

= bieoi"s
(no me importa el signo pues queda absorbido en una redefinicién del 6;). Entonces
Li :/ Gieoi%@admﬁﬂ dg.T?
RS

Esto es lo més lejos que llegué, ya fue. Me quedé algo parecido, me falta un ¢ que esté multiplicando a la 2. Tampoco sé
como eliminar el ;... O cuando debid haberse cancelado.
Problema 3
item a

El lagrangiano es

z = Q?Dirac + oiﬂKlein—Gordon real — )\@ @ %

y como el término de interaccién tiene un v, un ¢ y un ¢ entonces cada vértice tiene tres patas igual que en QED sélo que
el fotén se reemplaza por un bosén escalar:

<

-—-----0

)
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Problema 3 PARCIAL DEL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2016

Proceso 1 El proceso
e"et —we el

se representa al orden mds bajo (no trivial) con los siguientes diagramas

3 4 3 4

Proceso 2 El proceso

+

¢ —ete”

se puede lograr sencillamente con el “vértice fundamental”, es decir

2

w

Para hallar la masa minima de ¢ que permita que este proceso tenga lugar se plantea la conservacion de cuadrimomento.
En el sistema centro de masa la particula ¢ estd en reposo con lo cual su cuadrimomento es

Pinicial =

OOOS
©

mientras que el final sera

DPfinal = P1+ D2

- (Adcl electrén 1 Adcl positrén) Pde un electrén en reposo

v —YBe- I —YBe+ My
—vB.- algo que no importa —vB.+ algo que no importa 0

Dado que tanto e~ como e tienen la misma masa, entonces ambos “salen volando” con igual velocidad pero en direcciones
opuestas, esto es

Be- = Be+

y entonces termina quedando

2y 0 My
Painal = | algo que no importa| | 0

La conservaciéon de p impone ahora que
mg = 2ymy
2
= 7’”’]/11[}

V1 -2
y como ( podria valer, en principio, cualquier cosa entre 0 y 1 entonces entonces necesariamente

Mg > 2my,
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Problema 3 PARCIAL DEL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2016

item b (corroborar que esté bien)

Proceso 1 Para el proceso e“et — e~e™ la amplitud total es la suma de las amplitudes, i.e.

(final| S [inicial) = (0] Dky.s5 Ths.ss S Okyos, | igosy | |0)

= 1+ Término asociado al diagrama (a) + Término asociado al diagrama (b)

Para el diagrama (a) se tiene que

(a) = Intercambio de vértices x Multiplicidad x Pata 1 x Vértice X Pata 2 X ...

--- x 1 Propagador x Pata3 x Vértice x Pata4 x Conservacion de momento

, ¥ [ 0
= 2 (_Z)‘)Q NISPNISQ )’Up2132uk71731 —22ng3 )nglf)upassvm,sz; (27T)4 6p (k1 + ko — ks — ka)
(k‘l + k‘g) — m¢

(en lo anterior el primer renglén es pictérico) donde

NO _ [T
§ (27)° wie
v ¥
N N
Para el diagrama (b) se tiene que
. ¥ i ¥ 4
(b) = 2 (=00 NN sty ——— N N 00 00 2) 6 (i + Ky — s — k)

(kl + k3)2 — mi

Proceso 2 En el caso del proceso ete™ < ¢ la amplitud es

(final| S [inicial) = (0| bk, di, S @T |0)

= 1+ El término asociado al tnico diagrama que hay

= (_Z/\) NIE:?)NISf)NI(cf)ukz,kQU’%,S?, (27T)4 5D (kl — ko — k3)

Item c (como se hace la cuenta???)

La probabilidad del proceso es
| (final| S |inicial) ‘2 ~ |1 + diagrama (a) + diagrama (b) |?

El “término que proviene de aquel diagrama en que el momento del campo escalar virtual es la suma de los momentos de las

particulas iniciales” entiendo que es el término asociado al diagrama (a) en el que el momento del propagador es justamente

la suma de los momentos de las dos particulas iniciales. Es decir, interpreto que se pide calcular la g—g utilizando

| (final| S [inicial) ’2 ~ | diagrama (a)|?
2
)

b
2 ngg )Ng)“pa,swmm (2m)" 0 (kr + ko — ks — ka)

_ 32 A7) A (P)
= 2(—7)\) Nkl Nk:2 Upz,szukl’ﬁm

o m?(27) 6, (ky + ko — ks — ka) i

(27)° Wi, Wiy Wity Wity (k1 4 k2)® — m

= |2(-iN)

Upg,s2Uky,s1 Ups,s3Upa,sa

2
= ‘ f (klv ko, ks, k4) Upg,s2Uky 51 Ups,s3Upa,sa |

= | f (k1 ko, ks, ka) |° (TauiTizvs) (TaurTzv,)’!

= | f (k1, ko, k3, ka) |* Tourtzoav)ws ol ot
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Problema 3 PARCIAL DEL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2016

Normalmente en esta instancia del problema se usa un truco, que en este caso particularmente no hay que usar pe-
ro igual lo dejo anotado pues me llevé rato darme cuenta cémo era.
Existe una fabulosa propiedad que es la de convertir un producto interno en la traza de un producto externo:

yT:v = tr (gcyT)
ey, = tr(zty,)
La demostracion de esto (y generalizacién) es muy sencilla. Sean a, b, ¢, - -- € C™ unos “vectores”, entonces
atbcld. . . yfz=tr (zaTbch. . .yT)
Esta propiedad se puede entender muy facilmente si se utiliza notaciéon de indices:
albeld...ytz = anb%cpd® ... ye2t
= zfaabQngﬁ C e

Como se puede ver el hecho de llevar a z “hacia adelante” hace que se pueda pensar que z,a% es una matriz, y de
aqui en adelante son todas matrices. Y como los indices “externos” de esta gran matriz se contraen (v) entonces le
estamos tomando la traza.

Ahora como no estamos interesados en las polarizaciones (lo dice la consigna) lo que hacemos es sumar V las polarizaciones
de entrada y promediar las de salida con un peso de =, esto es

P (cuando no me importa la polarizacién) = - z P (cuando si me importa la polarizacion)

Vpolarizaciones

2
= i Z Z Z Z ﬁnal con 83, 54| S |inicial con sy, s2) |2

52 183 1s :

2 2 2 2
= |f(k1,k2£lk37k4)| Z Z Z Z u1U3U4v4U3TuJ{U2T

81:1 82:1 33:1 54:1

Y ahora qué?
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FORMULAS QFT

Formulas QFT

Box 19 - Identidades matematicas

| (en)?

neMy = enMn a'beld...yTz = tr (za'bcld. .. y') [ab,c] = a[b,c] + [a,c]b

e~ iwt 3 eik-m 3 A eik“zu 1
R R4

oz
d,=AMA",0, y =6,
A ST O = A 10” " By don O ,
== = vy = 0",6"
OwH
ot ="z, ;
o M) H, = MY
Para tensores z, 7 — ™, =n""Tqy Sea M € R™*"™ una matriz = ( ) a
. M=) ", # MM

Box 21 - Férmulas grupo de Lorentz

Aecl 1 e Ll
dor AxA AT A sign(A%) PTA € Eﬁ_ — Reflexiones espacio-temporales P=nu
ﬁ—{AER |A nA—n} ‘Cdet(A) = N
PAe Ll — Reflexiones espaciales T=-P
TA € L > Reflexiones temporales

AgHA%, = 6 = (AN H, = A# VA € L

Generadores del grupo de Lorentz en el espacio de cuadrivectores

EiKi+0;J; .
€ [Ji, Jj] = 'LEiijk
1 v .
A= ezwm®" Lorentz algebra SO (1,3) — ¢ [J;, K| = tesj Kk
ey (K, K] = —iggjidi

[V VPO = i (PPVHP — gHPV¥e — PO V# 4 o V¥P) « Lorentz algebra SO (1, 3)

donde
( ( 01 00 0 010 00 0 1
10 0 O 0 0 0O 00 0 0 , ‘
Bi=1p 000 %=1 000 ®=loo oo 0
0 0 0O 0 0 0 O 1 0 0 0
Generadores —
00 0 O 0 0 00 0 0 00
00 0 O 0 0 01 0 0 1 0 ST
Jl = 0 0 0 1 J2 = 0 0 0 0 J3 = 0 -1 0 0 > Rotaciones
0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 0 00
, & € R parametrizan los boosts
Pardmetros — . .
0; € R parametrizan las rotaciones

\
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FORMULAS QFT

y

0 1 0 0 [0
o1 |1 0 0 0 o2 __ |0
2k 0 0 0O 2= 1
0 0 0 0 10
Generadores — (0 0 0 0 [0
23 00 0 O 13 _ |0
T = 00 0 1 2= 0
0 0 -1 0 0

()%, = — (%)%,

Wor = & (parametrizan boosts)

Parametros —
—wy, ER

wh, = %waﬁ (20‘5) m

Wy =

def .. 7 e . .
wij = Oy (4,4, k ciclicos) (parametrizan rotaciones)

01 0 000 1
0 0 0 wos _ |00 0 0
0 0 0 00 0 0
00 0 100 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 gio_|0 0 10
0 0 0 0 -1 0 0
1.0 0 0 0 00
(B") ap = Ouadup — 0updva

Box 22 - Férmulas formulacién lagrangiana

£ (6,0,,2) L(t) = / &z 2 ($,0,,2)
0L 0L
O (6(8,@)) ~ 5 "
0L
JH = 2L 5 | —
(L= sotm)
0.8 = 9, F"

I, &

S= [ 260,60 dis

at 0L
9 (0oi)
0%
T#V d:ef Z —8V¢z - jéﬂu
Vcampos ¢; 9 (a“(m)
pH = TOr

Box 23 - Féormulas Klein-Gordon

Campo real clasico

0, p0" ¢ — m2¢?

&= : (00, +m2) =0

Campo complejo (con carga) clasico
{ (070, +m?) ¢ =

LTI g, ) o =
) g =

+click me!

SALF

84

¢ (z) = / N (ane™" % 4+ g™ o) dk
wr = VK + m?2

¢( ) /N(¢) (a e—z(wk,t km)+b* (wipt— kw)) d3k‘
R3

=/ |k|* +m?

Wk
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FORMULAS QFT

Klein-Gordon cuantico

wp, (27)°
(0] @ ap ' |0) = 63 (k — p)

¢(x) :/ngb) (@e—ikx+ @Teikz) Bk

¢($) :/leﬁ) (zefikz_’_ @Teikz) d3k
R3

(JE)T :/ngqb) (@Telkl‘_i_ Ee—ikz) d3k'
R3

hSS

iAp(x—y) =

(2@,
Cualquier otra da cero

M(y.0)|=[¢@D" Twd'| =ih@-y) { (@, @ '] = [be, b '] = 63 (k— &)

Cualquier otra da cero

/N,(j’) (@H (xo . yO) e~ tk(z—y) +0g (yo - xO) eik(x—y)) Bk ¢)+—($> _ /ngq‘f’)@e—ik:c Bk
)

e—zk(m—y dAk R?

k2 —m2 + ie (27)* ¢ (x) = /N:(f)@Tem &k
Cr R3

1
2 — m2
1 L
7= ('@ s ar b+ B ) &

R3

Box 24 - Formulas Dirac

Dirac clasico
L =P (4", —m) ¢ (70 = m) ¥ =0 S(A) = e Ture™
Ed:ef,(/}'i‘,yo E(’L%‘U/}/“—Fm) =0 Opw = %[7#771/]
%:PO:/E(—i'yi8¢+m)z/}d3x L:—i/«pfmwi%
RS
P= —@/WVM% S = %/WW >z
o 0

szwd% 5= [O a}

P,, = (")0,, d3SC

/
6;11/ = Eiﬂyuauw - UWE (7;7080 - m) "ﬁ

105 RESUELTOS DE
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FORMULAS QFT

{777} =21
(v*)* = 1y o 1]
) 71 0
( M)T _ )~ 7" para p # 0 Rep. de Dirac — ~° = []l —IJ v = [_ ‘ Uz} - .
v i _ i 0 —2
v para p =0 " oy=1: 9
s 0 __ i gj L
(’Y“)T — A0 Hn0 Rep. quiral (Weyl) = ~+" = []1 ] v = [—Gi } 0
7° Zinlyly%yR !
{+* 4"} =0
Espinores
€s 1
" ks = [ ok ¢ a=1p
(i, —m) {50 b =0 e con
Uk,s€ ok gs 0
N
2
i _ Yk F+m
Uk, rUk,s = Ors Uk, Uh,s = Ors Zuk,suk,s = om
R s=1
Vk,rVk,s = _6rs U;,,,Uk)s = %57‘3 2 %
Uk Vk.s = Vk.ryUk.s = 0 _pk-m
Rtk " . uL,svnk,s = 'Ulz,sunk,s =0 ka’svk’s 2m

Cuantizacion Dirac

{0a@.8), 0.0} = st} (@ — )

Cualquier otro da cero

{Fer B} = {

Cualquier otro da cero

dk,r ) dp,s

2
0@ =Y [ 50 (w4 T ™) % N9 = [
=1 o T (2m)” wi
R3 VAR
2 W) (O] b, prT |0) = 6ST51% (k—p)
_ V) (7 t— ikx | 7. —— —ikx 3 I
Y (z) 2 /Nk (bﬁ Uk,s€"" + dp,s Uk, s€ ) dck 0 Tz dor [0} = 6,663 (k — p)
=i

(i6+ m)aﬁ Ap (x—y)

_ k+m
k2 —m?2 +ie

i (SF(x — y))aB = e—ik(z—y)ﬁ
SRy
R4 o)
1

k—m

\

T} = 6% (k_p)érs

2
Y+ (z) = Z/Néw)gup’se—im d3p
s=1
2 _ & d®k
= _ (W) 7t ipx 73 Pr = /k“bsTbs—dsdsT
Y~ () _52_:1/Np dp,s "up, 5" d°p £8 ;W ( k,s Uk, Ok,s Ok,s ) (271')3
2 2
_ . _ e d3k
Pt () ZZ/Nﬁ)@@eﬂmd% Q:Z/(%T%+%%T) Tk
s=1 S:1R3
2
w_ (.’L‘) = Z/N;ﬁ)@Tmeﬂm d3p
s=1
- = Yo (@) bp(y)  2°>4°
01T (Pa (@) ¥5@) ) 10) = o
— 5 (y) Ya(2) 2° <y

ALF
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FORMULAS QFT

Box 25 - Férmulas Proca y Maxwell

Fr y 2 Frv R
«’?Proca = - 4 £ + %ZMZM gMaxwell = _TW
F;w = 8MZ” — 81,Zp F;u/ = 8;,LAV - 8VA;4
0, 7" =0 0, A" =0
FrE .,
zGlupta-Bleuler = - 4 £ + A (aﬂAM)2
3 . .
Z5 =Y [ NP o) (@i e + axtel) @'k N _
A= k.
, 'R (27)? 2wy,
E — Z NIE: )(sk )\) (@6 i + ak/\ zkz) d3]€ N(A) N(Z)
A=0p3
3
kP EY
ZEk)\ (exn)” =—<77W— m2>
A=1
Kk, =
EH( Ek )
(eka)* (Ekyo) p =0
3 m =9°Zr — 0420
D (era)* (ern) ¥ =0t
Z; (z), 1 (y)] =10p (z — y) 0y {%A TR, T] = dwop (k— k')
[4.@, ") | = i6h (@ - v)5* |z @ | = —maxdh (k— k)
0|7 (47 (@) A7) ) o)
. _nwj —ik(x—y) d*k
_ py o -
$0re-* = [ e
_nl“j
52

Box 26 - Formulas scattering

- 2 _
P (Jinicial) — |final)) = ‘ (final| Ut oo —oo |inicial) ’ = | (final;| S |inicialy) |2
S — H =Moo — L
L =%+ 4 = - __
== # -5 - %
def i 5t
|’(/)I (t)> =€ — |¢ (t)> U—/ d_ef elﬁt ,Z%(t tO) ,i@t
T() def i%tze—i%t i<l
d4x1 d4x2 .. / d*z, T (: H1 (x1) o JAr (T2) 5oy HAL (T0) :)
n=0
§ =
- T(e—zf:{}fu(z):d z)
1+T
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FORMULAS QFT

Teorema de Wick

T <¢ (1), d(x2),..., & (xn)> =: ¢(z1), o (x2),..., d(xn) : —1—2 : todas las posibles contracciones :

ot (x), ¢~ (y)] para 2° > y°

T {fb* (y), ¢~ (l‘)] para z° < y°

Box 27 - Reglas de Feynman para teoria \¢* con ¢ real (para matriz de scattering)

Todo lo que sigue se aplica al clculo de elementos de la matriz de scatterin (final| S [inicial). Quiz4 sirva para
otras cosas pero de momento no lo sé.

1. El orden del diagrama (i.e. \°"4°") es igual al nimero de vértices del mismo.
2. El ntimero de lineas que convergen a cada vértice es 4 porque £ = g + Aé‘l.
Una vez que ya se ha dibujado un diagrama, la forma de encontrar el término asociado es la siguiente:

1. Asignar cuadrimomentos:

a) Asignar un cuadrimomento k a cada linea externa,

b) vy ¢ a cada linea interna.

Usar flechas para indicar el sentido de flujo de momento de cada linea, tal como si se tratase de un circuito
eléctrico y las corrientes eléctricas. El sentido de circulacién de las lineas externas estd fijo (particulas iniciales
entran y particulas finales salen) mientras que el de las lineas internas es arbitrario.

2. Multiplicar los siguientes factores:

a) Por cada linea interna: donde g es el momento de dicha linea.

i
g2 —m?2+ie
b) Por cada vértice:(—i\) dp (3 ¢;) donde ¢; son todos los momentos que convergen al vértice con su
respectivo signo segun si es entrante o saliente. Aqui los ¢; podrian ser k; si hubieran lineas externas.

¢) Por cada linea externa: \/ﬁ

9 [@n)

e) Factor de simetria (atin no sé con exactitud qué es esto).

4i| Fvértices—FFlineas internas

4
3. Integrar [ (zin)qz sobre todas las ¢ correspondientes a lineas internas.

Box 28 - Férmulas QED

e |

Zawo = ¥ (if—m) § - _Tﬂ - .9 &Y

Feynman rules for QED in momentum space (notacién: p es para fermiones y k para fotones).
1. Lineas externas:
a) Incoming electron: Npu, s.
b) Incoming positron: Npp 5.

¢) Outgoing electron: Npi, ;.
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FORMULAS QFT

d) Outgoing positron: Npvp, 5.

e) Incoming photon: N (ex.1) *.
f) Outgoing photon: Ny (E;;)\) m,
2. Vértice: —igey,.
3. Lineas internas:

a) Fotén: 4wi (Dp (k))*.
b) Fermién: 4miSF (p).

4. Imponer conservaciéon global de momento agregando una 54D (Pinicial — Pfinal)-

N(w) — - y _n;u/
P 27)% wp (Dr (k)" = 2
1
@_ |1 Sp(p) = ——
N = (27)° 2w pom

3
) = [N Y am () e
A (z) = (AN) i (@) + (A) (@) A0

3
(A~ ) (x) = /N,EA) ak’)\T (EZ’)\) pretkz g3
A=0

2
ot (2) :/Nzgw) ZEUp,se_im d3p
s=1

Y(x) = ¥t () + ¢~ ()

2
Y () = /Né,w) Z dp.s 10y, € d®p
s=1

2
o () =/Nz()¢) ngeﬂ‘pz d3p
s=1

Y () = ¢t (z) + ¢~ (2)

2
TG = [ NS e i
s=1

Box 29 - Seccidn eficaz

(final| (S — 1) |inicial) = (27r)4 55 (p1 + P2 — Phinal) M i (H NZ-)

S

2 i=2

2 4 4 - na -
do — (2m)" 6p (p1 :-m Dfinal) | My |2 (H N2 d3p¢>
44/ (p1p2) _m%mQ

= Promediar iniciales, sumar finales.

tr (lég) = 4k,q" tr (75 =0 tr (757“) =0 tr (’)/5]5;1) =0
tr (v#9") = 4p*” tr (#impar) = 0 tr (Y*y"yP7) =4 ("0 — n"Pn"7 + n"n"P)
tr (9104 .. a27) = a1a2tr (09'. .. a27) — arastr (94 .. azr) + - - + a1a2,t1 (95 . . 20=T)
tr (yilfﬂf) =4 (ab) (cd) — 4 (ac) (bd) + 4 (ad) (bc)
Y =41 gyt =2yt =A(ab) D vl By = =240 b = -2

Vst = 2ddbé + 24pd

~—
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